
5∙渦(うず)

完全流体は最も単純化され抽象化された仮想的流体である.しかも,実在流体  

の最も重要な属性である粘性がないとして理論が展開されているから,粘性が主 

役をはたす流れの理論としては適当とはいえない.事実,そのままではダランベ 

ールの背理のように現実の経験と全く相反する結果を与えることもある.しかし, 

完全流体の力学も渦の作用を考えると実在流体のモデルとしてかなり有効であ  

る.場合によっては,実際の現象を一層明瞭に分析的に理解するのに都合がよい. 

すでに述べた平板に働く揚力や自由流線(死水領域)理論による物体に作用する 

抗力の理論も,結局は渦層の存在を考慮したことによるものであり,渦層は実在 

流体の粘性作用を抽象化したものと考えることができる.また,非流線形の物体 

から下流に交互に発生する渦列(カルマン渦列)は渦を考慮した完全流体の理論 

により説明される.

以下には,まず流体中の渦に関する基本定理を述べ,次に具体的な現象につい 

て解説する.

5.1渦線•渦管•渦糸

(5. 2)

渦度少は流速ベクトルDから式(1.37),すなわち

ω — rot V

= VXD (5.1)
により導かれるベクトル量で,流れのすべての点で定義される.ちょうど速度ベ 

クトルから流線∙流管が定義されたと同じように,渦度ベクトルから渦線•渦管 

を定義しうる.流れの中の一つの曲線上のすべての点での接線が,その点の渦度 

ベクトルの方向と一致するような曲線を渦線(VOrteX Iine)という.渦度ベクト 

ルルの成分をe, 97, ζとするとき,渦線は微分方程式

すーF=T
の解として求められる.
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流れの中の小さな閉曲線を通るすべての渦線により ノセ)
構成される管を渦管(VOrteX tube)と呼ぶ.§5.3の ノイ么

ヘルムホルツの渦定理に述べるように,一^の渦管を ノンらクー

構成する流体粒子は,いつまでも同じ渦管としてあた

かも一つのかたまりのように運動するから,渦管に含 

まれる流体を断面が無限小の渦管におき換えて,これ

を渦糸(VOrteX filament)という.渦糸は渦管の中の 図5.1渦管

一定角速度で回転している流体部分を抽象した概念である.渦線が渦度場の幾何 

学的な形を表すのに対し,渦糸は微小な断面積の渦管内の流体部分の性質(渦の 

断面積びと渦度ゆ)を表す.渦線と渦糸の概念上の違いは,幾何学的な点と力学 

的な質点の関係にたとえられる.

ある閉曲線Cについての循環『,式(1.53)と,その閉曲線にかこまれた任意 

の曲面S上の渦度のの間には簡単な関係がある.ストークスの定理により閉曲線 

に沿う積分は面積分に変換しうるから,式(5.1)の関係を用いて

尸=}cD∙ds = "(rot υ)n dS

=JjS如 dS (5. 3)

となる.ここに,dSは曲面Sの面素,添字のんはベクトルrotυ=ωのS一面の法 

線方向の成分を表す(§1.7).

ベクトル解析によれぱあるベクトルを』とするとき,一般にdiv V X Z=Oの 

関係が成立する.ここで,ベクトル』を速度ベクトルDにおき換えると,渦度は 

M = VXVで定義されるから,上式は

_______________________________ divω = Q _______________________ (5.4) _ 

であることを示している.つまり,流れの場の渦度を場所的に見ると,流れの中 

のどこにも渦度の湧出しも吸込みも存在しないことを意味している.このことは 

流れ場を時間的に見たときに,流れの場で渦度の発生消滅がないこと(渦の不生 

不滅)をラグランジュの渦定理が保証しているのと対をなしている.

上の関係は,流体が非粘性流体であろうと粘性流体であろうと,また,非圧縮 

性流体であろうと圧縮性流体であろうと成立する.速度ベクトル。については, 

流体が非圧縮性ならば

div D = O
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div V= ≠0
P L)t

であることと対比して留意してほしい点である.

5.2ケルビンの循環不変定理

微小距離 ds= (dz, dg, dz)離れた二点 P (Xi y, Z)と Q(x + dx, y+dy, z + dz) 

を考える.P点の座標の実質微分はP点の速度。である.

Dz Dg DZ Zr- i-∖Dr==^ Dr==^ Dr==W 质•5)

同じようにQ点の座標の実質微分はQ点の速度υ + dvである.したがって,二つ 

の実質微分の差をとれば

备(ds)=d□ (5. 6)

の関係が得られる.

(注5.1)式(5.5)の g,z)は,正確に表現すると,P点にある流体粒子の座標X(S 

y(O, ZQ)とすべきであるが,混乱の心配がないのでエ,0,zとした.

ところで,循環/Tの積分素DdS= 3d勿+ody +切dz)の実質微分をとると, 

上の関係を用いて

^-(V - ds)—晋∙∙ds + u∙du

=⅛∙ds + *d" (5.7)

となる.上式右辺の第一項のDι√Dtはオイラーの運動方程式の左辺である.す 

なわち,質量力がポテンシャル〃をもてば,

PW = ∂∏ 1 dp Do a〃_x^_
Dt 一 a：C ~p ∂x, Dtl珈 P ,

DW ∂∏ 1 dp
~ dz P dz

この関係より,式(5. 7)の右辺の第一項は

⅛,dS=(l⅞dχ+Hdy+Irdz)
-⅜{⅛d^>dy+>d2i
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=d 〃ー扣

式(5. 7)を閉曲線Cに沿って積分すれば,∣cv∙ds = Γより左辺はDZVDfであ 

る.右辺の各項は上の関係よりー価の関数で閉曲線Cに沿う積分は〇となるか 

ら,次の関係が導かれる.

______________________________⅛r≈0 ________________________我) 

上の関係は循環の不変性——“完全流体中で流体とともに動く任意の閉曲線につ 

いての循環は時間がたっても不変である’'——を表現しており,ケルビン(LOrd 

KeIVin (WilIiam Thomson), 1824-1907)の循環定理(1869)と呼ばれている.

(注5.2)粘性流体の場合は次のようになる.

— — ^(V XM) -6s—^(V^V) ∙ds

5.3ヘルムホルツの渦定理

完全流体の流れ場で質量力がー価のポテンシャルをもち,圧力と密度の間にー 

意的関係があれば,渦に関する次の諸定理-------- ル厶ホルツ(HeImholtz,1821

-1894)の渦定理(1858)が成立する.

(i)渦の不生不滅:流体中にはじめ渦がなければその後も渦は生じないし, 

はじめ渦があればいつまでも消滅しない.(これは,特にラグランジュの渦定理 

(1781)と呼ばれる).

(U) 非粘性流体中の渦線を構成している流体粒子は,いつまでも渦線を構成 

し続ける.(注5. 2, 5. 3).

(L)渦糸・渦管の強さの不変性：一本の渦糸(渦管)の渦の強さはどの断面 

についても等しい.また,渦糸(渦管)の強さは時間がたっても変化しない.

(iv)渦糸に端はない：したがって,渦糸は流体中で一つの閉曲線を形作る 

か,あるいは流体の境界にその端をもち,流体中で終わることはない.

(V) 渦管の伸縮と強さ:渦管は引き伸ばされると強さを増し,逆にその長さ 

が縮まると強さは弱くなる.

渦に関する一般定理は最初ヘルムホルツ(1858)により研究された.それゆえ, 

渦に関する諸定理はヘルムホルツの渦定理といわれる.彼の導いた渦定理の一部 

は,その後ケルビン(1869)により,より簡単な証明が与えられた.
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定理(i)の証明：歴史的にはヘルムホルツの渦定理の成立が先であるが,こ 

こでは式(5. 8)のケルビンの循環定理からこれを証明する.まず,ケルビンの定 

理から渦なしの永続性——“最初渦なしであった流れの場は,いつまでも渦なし 

である''——が保証される.なぜならば,ある瞬間のどんな閉曲線にもこれに対 

応する最初の流れの場の閉曲線があり,この閉曲線内は渦なしであるから・

定理(ii)の証明：次に図5.2のように,ある渦線L上の一点Aを通る二本の 

線AB, AB’を引き,この線を通るすべての渦線により構成される二つの面S1, 

S2を考える.この面上の任意の閉曲線Cに沿う循環は〇である.もし〇でないな 

らば,式(5. 3)によりこの閉曲線内の点を貫く渦線L’があることになり,渦線 

により構成される面ではなくなる.流体の運動につれて,その閉曲線Cも移動変形 

するが,循環はケルビンの定理により常に〇である.したがって,最初と同じ流 

体粒子により形成されている面(material SUrfaCe) S1,S2は変形後もやはり渦線 

より構成された面であり続ける.つまり,渦面は流体運動を通じて常に一つの渦 

面として保たれている.このとき,両渦面の交線は最初の渦線L上にあった流体 

粒子で構成されなければならない.もしそうでなければ,Lは少なくとも面歯, 

S2のいずれかと交わらねばならない.このとき,その面は渦線Lにより貫かれ, 

この点のまわりの閉曲線の循環は〇でなくなり矛盾する.

定理(iii), (iv)の証明:渦管の二つの断面をとる.この渦管を巻く二本の閉 

曲線の間に図5. 3のようにカットを入れると,渦管を巻く 一つの曲面Sができ 

る.渦管により構成されるこのS一面を貫く渦線は存在しえない(すなわちωπ = O 

である)から,式(5. 3)より

/ usds+ / WSdS + / . . WSds + / .彼SdS = O
JABCD JDD, Jd'c'b'a' Ja,A
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ここに,dsは線素,偽は線素の接線方向の流速成分である.ところで,上式の第 

二項と第四項の積分は同一の積分路であり,ただ方向が逆なだけであるから

/ 

JABCD

である.したがって,

彼SdS = t f , USdS (5. 9)Ja'b'c'd'
それゆえ,一'Zの渦管を一周する閉曲線についての循環は閉曲線のとり方にはよ 

らない.

この二つの断面の面積をびおよびメ,断面の法線方向の渦度成分をMNおよび 

とすれば,再び式(5.3)により

((TQ)Tl) ABCD =Z= (<T,<2>,π) a,B,C,D, (5.10)

すなわち,細い渦管では渦管の強さ(すなわち,渦度と断面積の積)は,どの断 

面についても等しい(定理(Si)渦管の強さの場所的不変性の証明).

また,定理(ii)により,ある一つの渦管の流体粒子はいつまでもその渦管と 

して行動するから,ケルビンの循環定理により

(σωπ)f=0= (S-MN) r-t

となる(定理(谊)渦管の強さの時間的不変性の証明).

流れの中で①は8になりえないから,渦糸の断面積びは〇にはならない.した 

がって,渦糸・渦線は流れの中で中断することはなく,それ自身閉じているか流 

れの境界に達していなければならない(定理(iv)の証明).

タバコの煙を口の中にためていたずらに口からはき出して作る煙の輪(VOrteX 

ring)は前者の例であり,上空より地上に達する竜巻きは後者の例である.
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渦管の伸縮と渦度の変化

ケルビンの定理は循環の不変について述べている.ヘルムホルツの定理は“渦 

糸はいつまでも渦糸である’’と述べている.この二つの定理から渦管の伸縮にょ 

る渦度の変化について次の関係が導かれる.

いま,断面積d4 長さds,渦度①の渦管の一部分をとる.渦管のこの部分の 

質量はQdSd4 = 一定である.一方,この渦管の循環はケルビンの定理により 

α>d0 =一定 である.したがって,渦管の渦度のについて次の関係が成立する.

ω∞-^ξ-∞pds (5.11)

つまり,渦管が引き伸ばされて細くなれば,渦度つは大きくなり渦管の中の流体 

粒子の回転の角速度は速くなる.逆に縮んで太くなれば渦度は小さくなり,流体 

粒子の回転は遅くなる(定理(V)の証明).

図5.4渦管の伸縮による渦度の変化

(注5.3)渦定理(ii)(渦糸はいつまでも流体とともに動く)は,ヘルムホルツ(1821- 
1894)により1858年に導かれた.しかし,ラム(Lamb,1932)の指摘によるとその証明は 

不完全であって,より完全な証明はコーシー積分(1789—1857,1827)を用いて行うことが 

できる.この証明法はラグランジュ系によるもので,式の誘導は簡単ではないので,ここ  

では,ケルビンの循環定理(1869)による直接的証明を採用した.

(注5.4)定理(ii)は,通常“非粘性流体中の渦線は流体とともに動く"あるいは“最 

初渦線を形成していた流体粒子はいつまでも渦線を形成する”などと表現されるが,次の 

英文の表現が最も正確で完全である.“a”や“the”による対象の区別の仕方に注意して欲 

しい.

"The fluid PartiCIeS COnStitUting a VOrteX Iine Wiil COntinUe to COnStitUte a VOrteX 
Iine as the fluid flows PrOVided it is inviscid and either a homogeneous IiqUid Or a 
barotropic gas.” (Yih,1969)
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5.4不連続面と渦層

図5・5のようにー"の境界面を介して隣り合う流れの速度が不連続的に変化し 

ているとき,この不連続面を流れに垂直な軸をもつ渦の層(VOrteX Sheet)とみ

なすことができる.というのは,不連続面をはさむ積分路ABCDについての循 

環/7をとると,(BA=CD=め：,CB—DA — δyとして)

—/ UldX + / V dy +
JAB JBC

V dy

図5.6渦層による不連続面の形成(Tietjens,1960)
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のようになる.

=JAB (伽一物)dz = 一 (UI—u2) ∂x 

となり,渦度のは式(5.3)により

(5.12)

(5.13)

このことは,図5.6のように,Z軸方向に一様な流れの中に一列に径の小さな 

渦(図では時計まわりの循環一Z7をもつ)を密に配列すると,渦の作る速度場の 

ため渦層の上側ではSUだけ流速が増加し渦層の下側では逆にδuだけ流速が減 

少し,渦層内ではこの不連続な流速変化が滑らかにつながるようになっていると 

考えればよい.不連続面は渦層厚さ2r1あるいは23が零の極限である.

図5. 7を参照すれば,渦度はω^-∂u∕∂yであ 

り,その単位時間あたりの発生率は,渦層の厚さ 

に無関係に次式のようになる.

倡ー劉・や (5.14)

粘性による壁面からの渦度の供給

このように不連続面は渦の層とみなされるとす 

れば,最初渦なしであった流れの中に渦の層であ 

る不連続面が存在するのは,ラグランジュの渦の 

不生不滅の定理に反するように思われる.しか 

し,この定理は完全流体の内部について述べているのであって,その境界面(壁 

面)での渦の生成を禁じているものではない.完全流体の場合は,壁面での流体 

の滑りが許されるが,実在の粘性流体ではこれが実現できないために壁面上の渦  

層が,いわばコロの働きをして滑りなしの現実と滑りのある完全流体との間をつ 

図5.8 (L)渦層による壁面での滑り,(b)渦雇による剪断流れ
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ないでいるのである(図5.8).

自由流線をもつ流れ(死水理論,§4.9)で仮定した物体の端部からの速度の不 

連続面は,物体のよどみ点から壁面に沿って発達するコロの列である境界層が後 

の流体中に押し流されたものとみなすことができる.この意味で,死水理論は直 

接的には粘性を考慮してはいないが,渦層である速度の不連続面によりやはり粘 

性の効果を間接的に含んでいるといえる.

5.5翼に働く揚力と渦

クッタージューコフスキーの定理(§ 4. 6. a)は,物体のまわりに(時計まわり 

の)循環Γ=~Γ・が存在すれば,その物体には

L=PUF*

の揚力が働くことを述べている.しかしながら,なぜ物体——たとえば翼——の 

まわりに循環が発生するのかについては述べていない.

(i)静止流体中におかれた翼を急に動かすと,翼に固定された座標に対して

図5.9翼まわりの循環の発生とクッタの条件-ジューコフスキーの仮定 
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図5.9(a)のように循環なしのポテンシャル流の場ができる.流線の剝離点は翼 

の上面にあって,翼の下面の流線は翼端の鋭い角を急に回りこんで上面で翼から 

離れる.翼が運動を始めた非定常状態では,粘性の作用は周囲に及ばず,また圧 

カ方程式中の∂Φ∕∂tの項が効くため翼端でも圧力pは一8とはならない(図5.9 

(a)).

(ii)しかし,定常状態ではこのような鋭角を回るポテンシャル流れはそこで 

流速が無限大となり無限大の負圧を生じなければならない.§ 4. 3. bの“角を回 

る流れのパラドックス"で述べたように,現実にはこのような流れは不可能であ 

り,翼下面の流れは翼端を急に回り切れず翼端の低圧部に巻き込んで,翼下面に 

発達する境界層の反時計まわりの渦を蓄積する(図5.9(b)). 一方,翼上面の剝 

離点は翼端の低圧部に引き寄せられて翼端へ移動し,それとともに,この渦は翼 

から離脱する(図5.9(c)).

(K)このように翼の尖った後端から剝離流線が出る状態になっても,はじめ

図5.10発進渦と翼まわりの循環

はこの流線の上下の流速に差があ 

り,剝離流線は不連続面(渦層)と 

なっている(図5.9(d)).このため 

剝離流線は流速の不連続面の不安定 

性により変形し渦層渦を形成しつつ 

(§18. 3),後方に押し流される.

(iv)このとき,ケルビンの循環不変定理は翼まわりにこれを打ち消す逆向き 

の循環(時計まわりの循環―z7 = /7*)が生じることを要求する•すなわち,図 

5.10のように十分大きな閉曲線ABCDAで翼と渦をかこむと,この閉曲線に 

沿う循環は〇でなければならない«そこで,閉曲線を二つの部分ABEDAと 

BCDEBとに分ければこのことは明らかである.

» υ∙ds = O
BCDEB

> v∙ds +
ABEDA «

» VdS = 
ABCDA >

この翼まわりの循環は翼後端からの剝離流線の上下の流速が等しくなるまで増 

加する.その結果,流れは滑らかに翼端を離れるようになる(図5.9(f)).この 

条件は正に翼(一般に突角のある物体)まわりの循環を定めるクッタの条件ある 

いはジューコフスキーの仮定の物理的意味に相当している.実際の粘性流体の場 

合にも,翼が運動し出した瞬間には粘性の作用は遠くに及ばず物体の周囲に留ま
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図5.11翼の運動に伴う発進渦(Tietjens,1960)

るから,流れは完全流体の流れと考えてよい状態にある.その後,翼の後端から 

渦が発生し後に流されてゆく.この渦を発進渦(Starting VOrteX)と呼ぶ•この 

様子は実際に実験で示すことができる.定常流は発進渦が無限遠の下流に流され 

た状態である.

それでは翼のまわりに循環を形成しているものは何であろうか.定常流中の翼  

面は,滑りなしの条件を満たすべく薄い渦層に覆われていると考えられる.翼の  

上面の渦層は時計まわりの回転をもち,翼の下面では逆回転の渦である.翼をか 

こむ閉曲線内の循環Γ≈∑tωσは上下非対称の翼ではy7≠0であり,そのために 

翼に揚力が働く.翼のまわりに循環があるということは,翼を取り巻く閉曲線を 

渦糸が貫いていることである.翼理論では翼断面を渦糸の集団でおき換えること 

を行うが,その理由は上に述べた事実による.

5.6渦の誘導する速度

無限に広がっている流体中にある微小長さ况 強さ/7の渦糸部分が,点P(*) 

に作る速度寄与分SVは次の法則で与えられる.

5p=⅛0t(-¼)

=JLAXr
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図5.12渦糸の微小要素が点Pに 
作る速度

(5.15)
4πr2 

ここに,rは渦糸部分から点Pへのベクトル, 

r=∣r∣, dsは渦糸の微小線要素ベクトル,ケは渦 

糸の軸が渦糸とP点を結ぶ線となす角,eはdsと 

Fに直交する単位ベクトル(証明は省略).

一般に速度場けが与えられたとき,渦度,の場 

はその定義式(1.32)から直ちに求まる.逆に渦 

度ユの場が作る速度場は,上式の積分形で表され

= PSin0ds.e

る.

(5.16)

式(5.15)の関係は電磁気学におけるビオーサバール(BiOt-SaVart)の法則にほ 

かならない.この場合はZ7を電流密度とすればりは磁場ベクトルを表す.ただ 

し,流体力学におけるビオーサバールの法則は運動学的(kinematic)なものであ 

り,かつ流体が非粘性であること(ないしその他の性質)に依存しない.この法 

則を非粘性流体の篇に入れたのは,単に記述上の使宜のためにすぎない.

二次元の場合,ないしは三次元場の真直な渦糸の場合には,渦糸と点Pの垂直 

距離をかとすれば,(r = Λ∕sinθi S =んCOt涉であるから)

Wfl = &匸拳fds=も/Sin伽=威 (5.17)

この結果は二次元場の渦糸の作る流速の式(式(4. 42), (4. 46))と一致している.

一般に速度場(ベクトル場)を渦なしの部分りlと渦ありの部分け2の和

v = vl + v2 = grad Φ + rot A

と表すことができる.ゆをスカラー ・ポテンシャル,』をベクトル•ポテンシャ 

ルという.ここに,

v2=rotA=^lIl^LdV

5.7二次元の渦糸群の運動

無限に広がった静止した空間の点Zo( = Z° + Z0o)にある強さ尸の渦糸が作る速 
度場は,式(4.39), (4.46)より複素速度ポテンシャル 卬(Z) = &m(z — ％)で 

表され,その虚数部から流関数がは



162 5.渦(う ず)

す ほ,の=—-In r (5.18)

となる.ここに,∕=∣z-zo∣・したがって,点(与•,払)にあるオ番目の渦糸の強 

さを八とすれば,渦糸群の作る速度場の流関数は,

Γilnri (5.19)

と表される.ここに,

r*= V{x-xi)2-Jr (y—yi)2

渦糸は自分自身の効果を除いた速度で移動するから,と番目の渦糸の位置を 

XR), YKa)とすれば,

ここに,饥⅛はあ番目の渦糸を除いた渦糸群の流関数,,诙は/番目とる番目の渦 

糸の距離である.

dχk _ m , dγk Wh ZR 9∩×^dΓ^⅜τ=^ ~a厂=ー时=の 応史。)

i In rik (5. 21)

V (Xi _ Zjt) 2 + (弟 _ y⅛)2 (5. 22)

速度ポテンシャル〇ではなく,流関数世で流速場を表現したのは,すぐ後の 

議論が簡単となるからである.

a.二本の渦糸の運動

強さの等しい2個の渦糸の場合は,(次に述べる関数Hによるまでもなく)簡 

単に直接的に次の結果が導かれる.

(i)同じ符号の強さの等しいニ本の渦糸は,それらを結ぶ直線の中心のまわ 

りに渦糸の回転と同じ方向に角速度一定 s = rほの の円運動を行う(図5.13

図5.13二本の渦糸系の運動 
(a)同符号の渦糸,(b)異符号の渦糸.
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(a)).

(U)符号が反対で強さの等しいニ本の渦糸は,それらを結ぶ直線(間隔幻 

と直角に,回転方向が正(反時計まわり)の渦糸を進行方向の左手に見るように, 

速さΓ∕2πhで進む(図5.13 (b)).

b. 一本の渦糸列の安定性

符号と強さ(尸)の等しい渦糸が等間隔“でZ軸上に無限に並んでいるとする 

(図5.14)•この場合の複素速度ポテンシャルは

W — {ln z + In (z ―の + IIl(Z- 2a) 4-------In (z + λ) + In (Z + 2d) 4—}

= ⅛^hl{号(1ーぎ)(1-成長)∙∙∙(1一糸)…} (5.23)

となる.ただし,上二行の複素速度ポテンシャル式の付加定数項は異なるが,こ  

の項は速度場には影響しないので省略した.

Z— —3α —2a — a 〇 a 2a 3a

図5.14 一本の直線上に等間隔に配列した同符号の渦列の安定性

一方,SinZは

SinZ = Z(I-ぎ)(1ー差)…(1 - ⅛) • • • (5. 24)

のように無限乗積で表すことができるから,この関係を使うとW・は

Ty=⅛n(sinV^) (5.25)

となる.原点Zo = Oあるいは一般的にZo= 土Wにある渦糸が自分以外の渦糸に 

誘導される速度は,複素速度ポテンシャル 卬から自分自身の作る場を差し引い 

て,

Wl⅛("ー备In(Zf)Lm

=备修 COt 号一士 L±g = ° (5∙26)

したがって,この渦糸列は静止の状態にある.

一方,原点以外にある渦糸群が任意の位置 危,のに誘導する速度場は,上の



164 5,渦(う ず)

結果を用いて

村“ー初=备(針Ot晉ー!) (5∙ 27)

となる.Zが十分小さいとすれば上式は近似的に

Z=-⅛2=^⅜ (5.28)

と表される.ここに,λ=πΓ∕6a2,いま,原点にある渦糸に微小変位 

dZ=dX+idY (5.29)

を与える(Z=X+iド)•ここに,X(t),ド。)はこの渦糸の位置を表す時間の関 

数で,独立変数である座標 伝,のと区別して大文字を用いた.このとき原点に 

ある渦糸は式(5. 28)の誘導速度場にのって移動し,u=dX∕dt9 v≈dY∕dtであ 

るからυ=dZ∕dtと表せる.したがって,式(5. 28)を代入すれば,

-S=-4z (5. 30)

となる.上式の共役関係より

警=孕 (5.31)

上の二式からZを消去すれば,

%^ =花 (5.32)

となる.上式の一般解は

Z(t')=Aeλt+Be-λt (5.33)

(瓦Bは積分定数)•スが正(負)の実数であれば時間の経過とともにe"(厂りは 

無限に大きくなる.つまり,原点にある渦糸(いまの場合渦糸は無限に並んでい 

るので,原点は特別な点とはみなされないので,任意の位置にある渦糸)は,ひ 

とたび平衡位置から少々ずれ始めると他の渦糸の作る速度場により急速にその位 

置を変える.これに応じて(原点にある渦糸の変位により速度ポテンシャルが変 

化するので)他の渦糸もいっせいに動き始める.したがって,この配列の渦糸列 

は式(5.26)により静止状態にあるもののそれは不安定な平衡状態である.

c.渦糸群の運動の一般法則

いま,渦糸群の相互位置の関数
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H= 一 と富•切 E In 勺(5.34)

を考える.二重和記号はまた∑∑とも記さ 

れる.さて,あ番目の渦の位置(み,％)での 

関数Hの偏微分係数∂H∕∂χkはIn勺の偏 

微分のうちみを含まない項は零となるから, 

式(5. 34)の二重和はXAを含む場合のみをと 

り,i=kとj = kの場合のみを考えればよい.
i=kのとき二重和夕立は史となる.

一方,j = kの場合にはi<j=kであるから 

(あるいは図5.15を参考にすれば),∑∑ = ∑ 

となることを考えると,式(5. 21)より,

i=kのときΣ Σ —. Σ , i ∕=ι+l j=k+l
j-kのときΣΣ → Σ∙

図5.15二重和ΣΣの計算範囲

となる.同様に

が得られる.したがって,式(5. 20)と式(5. 35), (5. 36)から

壽遷

∂H Γk 3 χ-η ∏ 1
‰γ=^2F‰γSAInrlA

P dXk ∂H 尸(IYk ∂H
FrF, ’マ=_否r

(5. 35)

(5. 36)

(5. 37)

上式の関係は質点系の力学においてハミルトンの正準方程式と呼ばれるものに相  

当し,Hはハミルトン関数である.

この関数Hを用いて,渦糸群の挙動に関する次の一般法則が導かれる.

(i) ΣΛ≠0ならば,個々の渦糸は相互に位置関係を変えても,渦糸群の重 

心は動かない.

XC = Yt ΓkXk∕∑t rk = ー定, YC = Yirk y√∑ ム=ー定 (5. 38)

ただし,ΣΛ = 0の場合には,このことはいえない.

(ii) 原点まわりの慣性モー メントは不変である.

∑Z∖(Xjfe2+D2)= 一定 (5. 39)

(L)原点まわりの角運動量は不変である.
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財"XA聲 F 警)=・帝 5 =一定 (5∙ 40)

(iv) Hは時間的に不変である.

H= —定 (5. 41)

5.8カルマン渦列

等しい強さ/7 (反時計まわりの方向を正とする)の渦糸が一直線上に等間隔Q 

で無限に長く並んでいるものとする.この渦糸の並ぶ方向をよ軸とし,渦糸のー 

っを原点とすれば,渦糸列の複素速度ポテンシャル"は式(5. 25)で表される.

W=⅛Min 号)

このような渦列を間隔bで二本配列 

する(図5.16).ただし,各渦列の渦

の回転方向は逆とする.第一と第二 

の渦列のズ軸方向の相対的位置を孔 

とすると,二本の渦列の作る複素速 

度ポテンシャルは,式(5. 25)より 図5.16カルマン渦列

Ty=⅛ln{sin⅛(z+τ)t
ー矗m{si峠(ZF一豹} (5. 42)

フォン・カルマン(VOn Karman, 1881—1963,1911)はこのような二本の渦 

列の安定性を研究し,上下の渦列がx0=a/2のように交互に配列し,しかも,渦 

の配置が

COSh(湖/の=/T すなわち b∕a=0. 2806 (5. 43)

の特別の場合以外は渦列は不安定で,なんらかの外乱を受けるとき配列が崩れて 

しまうことを理論的に示した.この安定渦列をカルマン渦列(KarmaII VOrteX 

Street)という.このとき,渦列は全体として静止流体に対し

K = ⅛tanh^^ = 2√2^α (5. 44)

の速度でよの方向(下の渦列を図5.16のように反時計まわりとすると勿の負の 

方向)に動くことも導かれる.

静止流体中をある一定の速度Uで鈍い形の物体(非流線形の物体)をズの負の 
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方向に動かすとき(あるいは一様流の中に物体をおくとき),図5.17のような規 

則的な渦列が発生する.よどみ点で物体にぶつかった流線は上下に分かれて壁面 

に沿って流れるが,壁面での滑りなしの条件のために物体の上面では時計まわり

(b ) (Tietjens,1960)

図5.17鈍い物体よりの渦列の発生

の循環をもつ渦層(下面では反時 

計まわりの渦層)が生じ,剝離点 

から流れの中に押し流される.こ 

の渦層による不連続面は不安定で 

自ら巻き込んで物体の背後に渦を 

形成し,上下交互に下流に流され 

てカルマン渦列となる.

渦列は静止流体に対してVV = 

r∕(2 v~2a)の速度で負の方向に 

進むが,物体に対してはU- VV 

の速度で右に進む.単位時間あた 

りに物体から離脱する渦の対の数

をズとすれば,これらの間に

fa=U-Vv 

の関係がなければならない.したがって,

(5. 45)S=碧=(1ー导片
この無次元数Sはストローハル(StroUhaI)数と呼ばれ,円柱(径めの場合普 

通のレイノルズ数の範囲でSはほぼ0.2という一定値となる.他の物体の場合の 

Sもこれに近い値であることが知られている.渦が離脱し流体中に放出されるた 

びに,物体のまわりの循環の方向が変化するのでクッタージューコフスキーの定 

理により物体には流れと垂直の方向に交互に揚力が働く.このため,流れの中の 

物体や流体中を運動する物体は振動し,これにより音が発生する.この音はギリ 

シャ神話の風の神イオラス(您OlUS)にちなみ,イーオーリアン・トーン(建OIian 

tone)といわれる.風の強い日のピューピューという風の音は,木の小枝や電線 

がカルマン渦のために振動して発する音である.なお,流れの中の音は渦の運 

軌 境界層の剝離点の移動,乱流(噴流)中の組織構造などによっても発生し, 

物体の振動を伴わない場合もある.
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渦列間隔に比べて十分大きい閉曲線で物体をかこみ,この検査領域内の運動量 

束の変化を考えれば,物体に働く抵抗Dは次のようになる.

D=呼Bg 恁 (5.46)

Λ Vv, aの関係を代入すれば,

D = PaU2｛〇, 7936导ー〇• 3141 (%L) [ (5. 47)

抵抗係数CDをCd=D/(Qli)PUユめ(d:物体の幅)で定義すれば,

CD =琴｛θ∙7936 ■-0.3141(导・)｝ (5. 48)

円柱の場合,実験より求められるK√U=0.14, a∕d=4∙3の値を上式に代入す 

ると

CD = O.91 (5. 49)

となる.この抵抗係数の値は実験値ときわめてよい一致を示す.その他の物体に 

ついても理論式はほぼ妥当な値を与える.

カルマン渦による物体の振動:カルマン渦により発生する交番揚力は,しばし  

ば構造物の振動の原因となったり,それ 

に伴う繰返し応力による材料の疲労破壊 

を引き起こすので注意が必要である.

円柱(直径d)の場合には,カルマン渦 

列の発生はレイノルズ数がほぼRe = 

Ud/ソ=40から始まり,Re=200 くらい 

までは物体の背後に明瞭で規則的な渦列 

の形成が見られる.これらの渦は物体の 

さらに下流で合体(merging)してその 

配列が変化することが知られている.よ 

り高いレイノルズ数域では,円柱の後流 

は乱流となり渦列は不明確となるものの 

流速変動には強い周期性が見られ,カル 

マン渦の発生による交番揚力は依然とし 

て働く.

流速

図5.18流れの中の弾性支持円柱の振動: 
(上)流速と渦の発生周波数の変化 
(ロッキング現象),(下)カルマン 

渦による振動揚力との共鳴による 
円柱の振動振幅
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弾性的に支持された円柱などの鈍い物体が軸に垂直に流れを受けて,カルマン 

渦の発生と共鳴して振動するとき,カルマン渦の発生周期が共鳴点を中心として 

ある幅で弾性支持物体の固有振動数に引きつけられる現象がある.これを周波数 

ロッキング(frequency IOCking)あるいはSynChrOniZatiOnという.図5.18は 

流速と渦の発生周期および物体の振幅の関係を模式的に示したものである.

なお,流れが円柱などの柱状の弾性体の軸に沿って流れる場合にも,限界流速 

以上では物体が振動する(たとえば,原子力発電所の炉心の核燃料体など)ので 

注意が必要である.ついでながら,パイプなどの弾性体では,中を流れる流れに 

よっても振動が発生する.水を勢いよく噴出するホースがのたうっことで,私た 

ちは同種の現象を日常経験できる.

(注5.5)カルマン渦列は実験室規模の現象にとどまらず,海中の島の孤立峰からも発 

生していることが衛星写真から発見された(「流れの世界」図6).

5.9 プラウドマン―ティラーの定理

渦ないしは回転流れにおける不思議なおもしろい現象に関する定理を示す.本 

書では回転流体(この流れは密度成層流とともにきわめておもしろい)は扱わな  

い方針である.しかし,渦に関連してぜひとも紹介したい現象がある.容器に水 

を満たしこれを水平面内で一定角速度ω=(0, 〇, ω)で回転する台の上にのせる 

と,容器内の水全体はやがて台と同じ角速度で回転し,回転系に対して相対的に 

静止した状態となる.しかし,非回転系から見ると,容器内の水は剛体的回転運 

動を行っている.

このような運動を行っている流体の内部に生じる緩やかな運動(加速度を無視 

しうる運動)は,コリオリカ(COriOliS force) -2pω×υ,と圧力勾配grad p,と 

がつりあっている状態である.すなわち,

-IPr = +2ρωυ, (5. 50)

-∣^7-= -2ρωu, (5. 51)

舞=〇 (5. 52)

これをベクトル表示すれば,
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grad が=-2pω X Vf (5. 53)

ここに上つき付号’は回転系の座標に関して表した量を意味する.

式(5. 50), (5. 51)をそれぞれZで偏微分し,式(5. 52)の関係を用いれば

灵?^=°, IZ = O (5.54)

(5. 55)

(5. 56)

また,式(5. 50), (5. 51)をそれぞれ%ズで偏微分し,Pを消去すれば

したがって,式(5. 55)と連続の方程式から

∂w, ∩
IZ==O

結局,式(5. 54), (5. 56)より,“回転系に相対的に生じる緩やかな流体運動は, 

高さ方向に一様である’’というプラウドマン―ティラーの定理(PrOUdman, 1916； 

Taylor,理論1917,実験1921,1923)が導かれる.

インクのカーテン：この定理により生じる現象の実際の例を示そう.たとえ 

ば,一定角速度で回転している台の上にのせた容器内の水にインクを一滴二滴落 

とすとブラウドマン-ティラーの定理により,一様回転流に重なって起こってい 

る鉛直方向に二次元的な緩やかな流れ(台の回転が不規則だと自然にできる.台 

の回転が正確な場合は容器内の水を鉛筆などで乱して作る)のために,インクは 

鉛直な幕状に広がる.しかし,このインクのカーテンも容器の回転を止めると, 

たちまち容器全体に拡散してしまう.(回転椅子の上にビーカーを載せて回転さ 

せれば,簡単に実験することができるので,各人で試みよ.)

ンクのカーテン,(b)ティラー ・カラム
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ティラー ・カラ厶:もし,回転台の上の容器の底に小さな低い柱状体や突起物 

をおき,これをゆっくりと動かすか,あるいは回転速度をほんの少し変えて弱い  

流れを生じさせると,流れは低い突起を避ける高さ方向に一様な外側の二次元的 

な流れ(回転系に対する渦なし流れ)と背の低い突起の上にできる筒状の流れの  

ない部分“virtual SoIid CyIinderj,とに分かれる.底面の低い物体の上に形成さ 

れる二次元的な流体部分をティラー •カラム(TayIOr COIUnin,1923)と呼ぶ.

ティラーがYihに語ったところによると,容器内に小魚を泳がせたところ, 

小魚はあたかもそこに固体の円柱があるかのようにティラー・カラムを避ける行 

動をとったとのことである.


