
6•波

6.1波の運動方程式
水の波は完全流体の力学がそのままあてはまる数少ない実在流体の流れの一つ 

である.本章では完全流体の篇の最後の章として,これまでわざと避けてきたラ 

プラスの方程式の正攻法による解法により,水の波の力学を展開しよう.

流体運動を非粘性・非圧縮∙渦なしと仮定すれば,速度ポテンシャル0が存在

し,基礎方程式は式(6.1)で表される.

V2Φ = O あるいは
∂2Φ I ∂2Φ 丄 ∂2Φ A 
帝+麻+君=° (6.1)

ここに,座標系はもク軸を水平面内に,Z軸を鉛直上向きにとるものとする.

座標系の原点は静止水面上におき,水深は一様で水底をz≈-hとする.水の波 

がポテンシャルをもつ理由については,第!篇粘性流体の振動流の節(§ 8. 5)で 

説明する.

流速成分は

および自由表面

="O,％ t)

で与えられる.

境界条件は,水底でZ方向の流速成分がないこと

W=-^-=O (Z=ーん)

∂Φ ∂Φ ∂Φ
U=~∂Ft V=iWf W=~∂Γ (6. 2)

(6.3)

(6.4)

(ここに,グ:自由表面の位置)で圧力の条件(力学的条件)と運動学的な条件と 

を満たすことである.

自由表面での力学的条件は,圧力方程式(2. 23)で与えられる.(ただし,時間

の任意関数F0)を物/丸の中に含める.)
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-++ 芸+gz = O (Z = Tj) (6. 5)

一方,水面Z ="ほ,St)の移動速度は,その実質微分によりDEDtである. 

それはとりもなおさず,水面での水粒子のオイラー速度の鉛直方向の成分初に等 

しい(図6.1).(”は変数Zを含まないことに注意して,)

⅛≡¾ + ⅛+υ⅞^= W 伝=勿 (6.6)

これが水面での運動学的条件である.

Z=ボ x,g,t)

WSt

図6.1 水面上昇速度∂η∕∂ti水面の実質移動速度Dη∕Dtと流体の速度ル

6-2微小振幅の進行波

a,微小振幅波の基礎方程式

いま波の波高は十分小さいと仮定する.この結果,自由表面(Z =ガ での条件 

を静止水面(Z = O)での条件におき換えることができる.また,微小量の二次オ 

Jダーの項(プ=必+プ,u∂η∕∂χ, υ∂η∕∂y)を無視することができるので,自由表 

面での境界条件(式(6. 5), (6. 6))は,次のようになる.なお,現象を鉛直面内 

の二次元と考え,ほ,Z)面について解く.

矛+岩 +幼=〇 (Z = O) (6. 7 a)

∂η ∂Φ ,矛=Ir (z = °) (6∙7b)

ここに,Pa:自由表面での大気圧.

式(6. 7 a)と式(6. 7 b)よりグを消去すれば,φに関する自由表面の境界条件 

として次式を得る.

礬+g票=G (Z = O) (6. 8)

波長が十分短く,表面張力の影響が無視しえない場合には,自由表面の圧力っ 

右∙
名辛

e)

お÷Me
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(6.9)

(6.10)=O

ここに,

(6.10 a)

(6.13)

はPIP = PaIP-TI^ すなわち,

匚=虹T 商/狩 
P P ∕ [l + 0gr)2]3∕2

である.ここに,7 :水の表面張力係数と密度との比,R：自由表面の曲率半径・ 

この場合には,式(6. 5)の実質微分をとり,これと式(6. 6)からグを消去すれ 

ば,自由表面での境界条件として,次式が得られる.

矛+Kー冲侈

b・微小振幅波の速度ポテンシャル

時間に関して周期的な波(角振動数の を考えて・,z,t)を

Φ (z, z,i)=φ (x, z)e~iσt (6.11)

とおく.さらに,上式の未知関数敢ほ,め を]のみの未知関数X(Z)と2のみの 

未知関数Z(Z)の積と仮定し,

Φほ,Z, t) = Xほ)・Z(z)厂M (6.12)

とおく.このような偏微分方程式の解法を変数分離法と呼ぶ.この操作により, 

次に示すように偏微分方程式は常微分方程式に書き換えられ,積分が可能になる.

式(6.12)を基礎方程式(6.1a)に代入し,両辺をXGr)Z(Z)で割れば,

1 d2X  1 d2Z 
X~d勿2 Z d/

が得られる.上式の左辺はズのみの関数であり,右辺はZのみの関数である.こ 

れ•らが恒等的に等しいためには両辺はある定数(〃：分離定数)であることが必 

要である.このとき上式は次の二式となる.

以上を整理すれば,水の波の基礎方程式は

∂2Φ 丄 ∂2Φ A (6.1 a)

であり,ゆに関する境界条件は次式となる.

袞・=0 (Z= -∕r) (6. 3 a)

g丄∂Φ n ,ハ、
而・+91Γ=° (Z=O) (6. 8 a)
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靜+"工=°

d27 (6-14)
展一〃Z=O

上式の一般解は,それぞれ

X(x)= Aeikx+Be~ikx

=4'COS kx + B, Sin kx ' (6. ]5)

Z(Z) =Cek2+De~kz

である.進行波を考えるならば,式(6.15)のXをX(x) =AeikXにとればよい, 

式(6.15)の下の式が境界条件式(6. 3 a)を満足するためには,

∂Φ ! レ’、dZ I
を L=T=X ほ)石 Li (6.16)

= XCx)k[Ce~kh-Dekh}=O

すなわち,

Ce'kh = Dekh

式(6. 20), (6. 2Oa)は分散関係式と呼ばれ,波長(L=2π∕k)により波速c(= 

L∕T=σ∕k)が異なることを示している.なぜならば,波速(位相速度)Cと進行 

方向の単位長さあたりの波の数Cl∕L=k∕2π)との積が,単位時間あたりの波の

でなければならない.これより,Z(Z)は

Z(Z) = Ce~kh {eA(Z+a> +e~A<z+A)} =2CeiMCoSh h(z + h) 

一方,自由表面での境界条件式(6. 8a)の各項は

(6.17)

= -σ2e~lσtX(x) ・Z(z)匚

=-σ2e-iσtX^ ∙2Ce~kh COSh kh (6.18)

となる.

を得る.

g~=ge-^χほ)如Ceih{^<z+A)-^(^A)) | 

=ge*Xつ・ 2Ce 一嶋 Sinh kh (6.19)

したがって,式(6. 8)より化(波数)とび(振動数)との関係式 

σ2=gk tanh kh (6. 20)

もし,自由表面での表面張力の影響を考慮すれば,上式は____________

σ2 = (1 + tanh kh (6. 20 a)

数(1/7=Cr/2勿)に等しいという関係
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あるいは,

σ 
C=E (6. 21)

を用いれば,式(6. 2Oa)より

C=ノ葦(1 +亨)tanh kh (6. 22)

C=ノ 匿 +穿)tanh 琴 (β∙22a)

結局,波の速度ポテンシャルは式(6.12)に上に求めたXほ)とZ(Z)を代入し, 

その実数部をとって,次のようになる.

心") = —% 竺⅜芸铲・cosS-次)(6. 23 a)

=ー碧判辭LCoS伽-”)(6.23 b) 

上式は,JS長L = 2π∣h,周期T=2π∕σを用いて次のように表せる.__________

S)=ー擊普⅜⅛件心一御(6.24) 

一方,水位変動は式(6.7a)より

,7=-⅜{lr}Z=,--⅜{⅞}2=O

=gsin (虹 ー σf) (6. 25)

ここに,Hは波高,a = H∕2は振幅を表す.

c•波の分類

水の波は,水深/2と波長Lとの比から,次のように三つの型に分類して名称が 

与えられている.

(i)深水波(A∕L→∞)

波長Lに比べて水深んが十分深ければ(λ∕L→∞,版»D,波は水底の影響を 

受けず,深水波(deep Water WaVe)と呼ばれる.この場合,速度ポテンシャル 

式(6.23 a, b)は,

Φ=—碧^如COS(奴—びり (6. 26)

となる.普通h∕L>1/2である波を深水波という.

また,波速と波長と周期の関係は
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c=√⅛=參’L=喽 (〃い8) (6.27)

波速が最小値C・をとることが導かれる.

(6. 28)

式(6. 22 a)を(tanh kh→1として)Lで微分して〇とおくことにより,深水 

波の波長が次式で示されるL・で,

c* = #4ア。(=y∕~gLJπ)L* = 2ττ

図6.2深水波の波速と波長の関係
(式(6.22). hk→∞)

図6.3無次元波数kh(=2πh∕Qと無次元波速 
(c/Jみ")(式(6.22). 7=0)

水の波の場合には,L* = L73cm, c* = 23. 2cm/secである.これを用いれば,波 

長と波速の関係は,式(6. 22 a)より(tanh 2πh∕L→1として)

⅛=V⅜(⅛÷⅜) (6. 29)

波長がL・より長ければ,重力の影響が大きく重力波(gravity WaVe)と呼ば 

れ,逆に波長が乙・より短い波は表面張力の影響が強く表面張力波(CaPilIary 

WaVe)といわれる.

(ii)浅水波

水深と波長の比h/Lが有限の場合,波は水深"の影響を受けるので浅水波 

{shallow Water WaVe)と呼ばれる.実用上1/2>丸/ん>1/25の範囲の波をさす.

(L)長波(極浅水波)

水深が波長に比べて極端に浅ければ(〃乙く1/25), A∕L→Oとした極限として 

COSh 笔脾.1,結tanh饗="嘉tanh礬 F (ぎー〇) 
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の関係を考慮すれば,速度ポテンシャルおよび波速.水粒子の速度は,次のよう 

になる.

0= ー す・COS (夸 Z _ 号・り (6. 30 a)

c= dgh (6. 30 b)

”=*= ノわ=J号夸Sin侈よー彩) (6. 30 C)

上式に示されるように,水粒子は鉛直方向の速度成分をもたず,底面に平行な深さ 

方向には無関係な一定流速で運動する.このような波を長波(IOng WaVe)あるい 

は極浅水波と呼ぶ.また,位相速度Cは波長乙に無関係で,分散性をもたない.

d・水粒子の軌道

波による水粒子の軌道を求めるには,水粒子のラグランジュ速度を知らなけれ 

ばならない.時刻/ = Oにx0 = a≈= (x0, Zo)に位置していた水粒子の任意時刻, 

における速度をベクトルll∕(a, 〇で表す.時間〇からtまでの水粒子の移動位 

置X= (& 〇は皿を時間に関して積分し,

x = α + ^M∕(α, r)dr (6. 31)

と表される.

一方,時刻tの場所・での水粒子のオイラー速度は,いままでの記号により 

U(Xf I)である.これは当然ut(af 〇に等しい.したがって,点aからの水粒子 
の移動 pidzを微小量としてティラー展開を行えば,水粒子のラグランジュ速 

度Ulを,任意点での水粒子のオイラー速度“に関して表すことができる.

ul(aft')=u(xf 〇

=U a +1QUl(a, r)dr, t (6. 32)

= u(a,ね + I］。UlCaf r)dr} (⅛,弟)以％ り+… 怎 33)

上式により,水粒子の軌道速度ul=(d(ξ-x0)∕dtf d(ζt-z0)∕dt)の第一近似とし 

て,オイラー速度U= (∂Φ∕∂xf ∂Φ∕∂z)を用いてよいことがわかる・

普产λ = y"sin但―を)

d(ζ-^0) 
di

aσ Sinh k(ζ + h) 
Sinh kh

COS (蛇ー况)

(6. 34)



6.2微小振幅の進行波 179

さらに,上式の右辺の水粒子の位置(& 〇を近似的に軌道中心ほ。,ZO)に等 

しいとおいて,これを積分すれば波の軌道方程式として

卜 CoShW〇 +力) z, ハ1孔=“—茹商—cos(做。ー”)

« Sinh ⅛(20 + λ) . /7 ハ
^-ZO=a~~^hkΓ~ sm(做。顶)

すなわち,

ここに,

COSh k_(ZO_ + A)_ _ Sinh k (ZO + h)
0,ξ~a Sinh kh , az~a SinhM

を得る.すなわち,波の水粒子の軌道は水平・鉛直方向に,それぞれ"coshあ(z。 

+ λ)∕sinhkh, GSinh弑％ +あ)/Sinh泌 の長半径・短半径をもつ楕円軌道を画く. 

波の進行方向を正とすれば波の水粒子の軌道をめぐる方向は,時計まわりであ 

り,波の山では波の進行方向の速度をもち,波の谷では進行方向と逆方向の速度 

をもち,静止水面の位置では鉛直上方あるいは下方向を向いている.

式(6. 37)は,深水波(械・>8)では半径 ・ 周期2勿/びの円軌道となる. 

また,長波(極浅水波)では長半径がcosh⅛(2 + λ)∕sinhkh→l∕kh9短半径が 

Sinh^(Z+A)/sinhkh→l+z∕hとなる.すなわち,長波の軌道の水平長半径は深 

さ方向に一定で,鉛直半径は直線的に減少し,水底で零となる.極限では,短半 

径が零となって,図6. 4の左のような往復振動となる.

(6. 35)

(6. 36)

(6. 37)

図6.4波の水粒子の軌道(IPPenによる)

ストークス∙ドリフト

式(6. 35)で得られる軌道の解を第一近似とし,これを式(6. 34)に代入し第 

二近似を求めると,よ方向の軌道速度に補正項
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(6. 39)

6. 3微小振幅波のエネルギーと群速度

E
C

つまり,オイラー的に考えれば,波による質量輸送は波の谷より上の部分にょ 

ってなされる.

このことをオイラー的に見れば,波の谷より下の部分ではオイラー速度初のー 

周期の平均は零であるが,波の谷より上の部分では流速計が波面より下にある間 

だけの物を考えればよいから,質量輸送は零にはならない.波の谷より上にある 

N断面の質量輸送はM(z,り=Z,伽(了, M) dzである.u(x, Z, 〇をZ = OのUO 

で近似すれば,M(Xi ty)≈p(a + η)u0(ix, 〇である.したがって,周期の平均は

M=Y-JO (a +り(x, t))UQ(Xi ty)dt—COth kh

△(零)=点⅛‰τ{cosh2Mz +か+cos2(做ー”)} (6. 38)

がつけ加わる.その結果,CoSh 2k(z + h)に比例する定数項部分のため水粒子の 

軌道は閉じず,水粒子は軌道運動をしつつ,波の進行方向に平均的に团の速度 

で移動する.

  a2σk COSh 2k(z + h)
UI= 2(Sinh 泌)2

これを質量輸送速度,特にストークス・ドリフト(StOkeS drift)という.これ 

は,水粒子の実質部分のラグランジュ的移動によるものであり,一点に固定した  

流速計によるオイラー速度の測定から検出しえないことに留意されたい.

的を全水深にわたって積分し,密度っを掛けると,1周期間の質量輸送の平均 

値Mに関して次の関係が得られる.

M=Pl UIdZ

=-~ρaiσ COth hh=驀Pg砂％

a,波のエネルギー

微小振幅波の理論をいま少し続けよう.

単位幅一波長あたりの波の位置エネルギーは,静止水面を基準として



である.これは,グリーンの定理によって次のような線積分に直すことができる.
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Vre = Ld打:PgZ dz- PgLLZ AZ (6. 40)

=号1" (6. 40 a)

ここで,リに式(6. 25)を代入すれば,

Ve=-^pgH2L (6. 41)

また,一波長の間に含まれる単位幅あたりの波の運動エネルギーは,

“・〃：｛籍r+(f∏g (6.42)

図6.5

ここにCは面積積分の外周線を,んはCへの外向き法線方向を表す.Cの積分 

は左右の鉛直線に沿うものは互いに打ち消し,また水底では∂Φ∕∂n=∂Φ∕∂z = O 

であるから,結局,水面に沿うもののみが残り,式(6. 23)を用いて,

C=M(嘿 χ°A⅛^P% (6. 44)

となる.ーしたがって,進行波では常にレeと匸は等しく

VC=Te = *P"2令=2L (6. 45)

である.

b・群速度

振幅,波数および振動数のほぼ等しい二つの正弦進行波

τ)∖ = a Sin (JZX — σf)
772= (α + ∂d)sin{Q + 必)よー(び + あ)t} =a, Sin(Jz,χ-σ,f) © 46)
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を重ね合わせると,T = %+り2は

り=2“CoS{专伽・ーゐル)} ∙sin{(あ+专泓)%-(ぴ+・由)4

+ δasin{(k+δky)x- (σ+δσ)t] (6. 47)

となる.上式の右辺の第二項は第一項に比べて微小項であるので,これを無視す 

ることができる.それゆえ,合成波グは波数と周波数が成分波とほぼ同じ正弦波 

と見ることができる.

グ=う Sin (JZX 一 σf) (6. 48)
ただし,その振幅ラは

方=2g cos{专(必・z-うび・£)} (6. 49)

と表される.泓,あ が微小量であるからこの合成波の波高は,時間あるいは場所 

的に緩やかに変化し,波長 妁=4勿/泓(•••(1/2)必ん=2兀),周期Tg=4π∕δσ (v 

(1/2)あろ=2か の包絡波形が波速Cg=LgITg

G=祭 (6.50)

で伝播することを表している.

C・の速度で進行する観測者の目には,図6.7に示すように,図中の太い線で

I________  2π
系 '—Cg

2

図6.7群速度の意味

示される成分波が相対速度C-CgOo)で振幅を変えながら進行するように見え 

る.これはいわゆるうなり現象である.しかし,その包絡線部分(長さLg/2 = 

2π∕(k-k,)=2π∕δk)に含まれる個々の波グの様子,したがって波のエネルギー 

は,いつも同じである.それゆえ,合成波のエネルギーは包絡波の進行速度％で 

進行方向に伝播していると考えられる•その意味で1を群速度(group VeIoCity) 

と呼ぶ.

式(6.50)においてあ<ー〇,必Tkoの極限をとれば,
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∂σ d(c あ) ,
C^dk= ~dk~ (6- 51)

は一つの進行正弦波のエネルギーの伝播速度となる.上式に,波速と波長の関係

式(6.22a)(ただしア=〇)を代入すれ竺L夷面波の群速度は次式のようになる.

I=芸(1 + -^-COSeCh-(6. 52)

特に,h∕L→OおよびA∕L-→∞の二つの極限を考えれば

Cff=C= (h∕L→O :長波) (6. 53)

f =-¼=-U⅛)lz2 (∕z∕L→∞ :深水波) (6.54)

すなわち,深水波の群速度ちは波の位相速度Cの1/2である.しかし,長波で 

は両者は相等しい.

このことは,任意の鉛直断面を通る単位幅•単位時間あたりのエネルギー ・フ 

ラックスと,圧力のなす仕事の一周期分についての平均即を求めると,一般化 

されたベルヌーイの定理(式(2. 23),ただし,FG)は∂φ∕∂tの項に含める)に

図6.8群速度らと波速(位相速度)Cの比と無次波数 

より,庁は圧力の変動分泌/丸のなす仕事に等しく,

w=* JoJ[｛(p 書(u2 + w2) + PqZ) «+伽｝ dz dt 

τiτs哮)み出

(高次の項を省略して)

电：財通)がお

= MPgKCg

(6. 55)
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=(EP + Ek) ∙ Cg (6. 56)

となることからも理解される(注6.1,6. 2).ここに,耳,Ea :波の単位幅一波長 

あたりの平均の(すなわち,単位表面積あたりの)位置エネルギJと運動エネル 

ギー=§「必

(注6.1)簡単のため水深が無限大の深水波について考えると,η=asink(x-ct)9 Φ= 

acek2 COS k{x-ct}であるから,

W= P j dz=pa2c3k2 sin2k(x-ct) Jo e2k2dz=γpga2c sin2 k(X-Ci)

したがって,c2 = g∕Aを考慮すると上式の平均は(E=*∙pgα2,ら=”2であるカ、ら),

W ≈^ρgaic=Ec0

(注6.2)圧力はその勾配によって仕事をするから,上の式(6.55)の議論は少々荒つぼ 

い・より厳密に取り扱うと次のようになる.微小距離］よだけ離れた二つの鉛直断面を微 

小時間δtの間に出入するエネルギーと圧力のなす仕事の和が,この断面間のエネルギーの 

δt間の増加に等しい.

等以={ー却:；必+宓)+p9z∖u dz—”辭 dz}dt

上と同様に一般化ベルヌーイの定理により

Jgu(祭陽腿

上式の右辺の積分を行えば(式(6. 56)の関係を用いて),

⅛+~⅛^(^)=O

となる.これより,エネルギー Eは群速度C’で輸送されることがわかる.

6.4重複波
a.重複波の波形

前節ではZ方向の進行波を取り扱った 

が,ズに関する境界条件の式は特に必要と 

しなかった.いま,原点を通る鉛直面に固 

定壁を考えると,よの負の方向への進行波 

はここで反射する.この場合には,ズ方向 

の境界条件として新たにx = 0で

∂φ
%=W=0 S=O) (6.57) 図6.9

を考慮しなければならない.変数分離法による解(式(6.15))が上の条件を満た
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祭 I 〇=[―猝ー"UO

=ikLA-B3 = 0

っまり,A=B (X(^) =A[eikX+e-ikx~} = 2A COS kx)でなければならない. 

したがって,速度ポテンシャルおよび水位変化は次のように与えられる.

心z, 0 =匆24竺袈辭CoS如…]

=2 囲竺濫扑  co SySH (6.58)

”ほノ) — 2a COS kχ Sin σt (6. 59)

ここに,進行波の振幅をしとすれば,A = ag∕σ.このことはまた,"の負の方向 

に向かう進行波が鉛直壁で完全に反射され,逆位相でズの正の方向に向かうと考 

え,進行波免と反射波弘の重ね合わせの結果生じると考えてもよい.すなわち,

V = VP+ Vr

=a LSm (JZX + Gt) — Sin (JZX 一 σt)]

—2a COS kx Sin σt (6. 59 a)

いずれにしても,鉛直壁で反射された進行波はもはや進行波としての性質をも 

たず,各"点で決まるある振幅(2但COS如)で同じ位相で上下振動をするにすぎ

ない.このような波を重複波(チョウフクハ) あるいは定在波 (Standing WaVe)
という.振幅は

mπ Z n
X=Z~k~~ (W=〇, ±1,±2, •••) (6. 60 a)

の各点で最大となり,

+⅛)τ (T ±1,±2,-) (6. 60 b)

の各点で〇となる.振幅最大の点を腹(loop),振幅が〇の点を節(node)と呼ぶ・

b.重複波の軌道

すでに述べたように進行波の水粒子の軌道は楕円軌道である.これに位相が兀 

だけずれた,すなわち符号の逆転した反射波の軌道を加え合わせると重複波の軌 

道となる.
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&〇〇, Zot t) - +2a----- 茹卜％— Sin kx0 Sin σt

ζs(χ〇, Zo, 〇 --2a一 COS kxQ Sin σt 

(6. 61)

(6. 62)く$ _ Sinh fe(z0 + Λ) CoS kxQ 
ξs ~ COSh k (ZO + ∕r) Sin kx0

これより重複波の軌道はもはや進行波のような楕円ではなくて直線であることが 

わかる.重複波の腹^X = mπ∕kt次=〇, ±1,±2, •••)では,水粒子は上下方向 

にのみ運動する.これに反して,重複波の節 ほ=(所+1/2)兀/A)では,水面は 

常に静止水面"=〇の位置にあり,水粒子は上下方向には全く動かず水平方向に 

運動する.

∂.5ff-

〇 0.5rr I It 1.5τr 2τr
kx-----

図6.10重複波の流線と波形

いま,Z〇=/•ほ。)なる曲線を考え,この曲線上の重複波の水粒子の軌道方向が 

曲線への接線となっているようにする.

dz° __C_= Sinhfe(Z〇+ Λ) COS kx0
dx0 ~ ζs~~ COSh fe(z0 + λ) ' Sin RXO © 63)

上式を積分すれば,-I-IOgI Sinh fe(Zo + ∕r) ∙Sin kxQ∣ = constJすなわち

Sinh fe(£0 + ∕r) ∙ Sin kx0=COnSt (6. 64)

これは上の定義からして重複波の流線である(図6.10).

図6.11の白い円や楕円や曲線は比重を1に調製した多数の微小なトレーサー 

粒子(微小な油滴)の画く波の軌道である.最上段が進行波の水粒子の軌道で, 

これに不完全な反射波を順次重ね合わせるときの軌道の変化を示す.最下段は完 

全重複波の場合である.

(ZlO
0M
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図6.11反射波の重ね合わせによる進行波から完全重複波への変化と水粒子の軌道 
(Wanet and RUelIanl1950)

c.容器内の静振波

ここでは水深が一定の容器あるいは湖に起こる波を取り扱うことにする.二次 

元的な長さIの水域を考える.固定壁あるいは岸をズ = OおよびIとすれば,こ
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こでは水平方向の流速は〇である.

挚=O ほ=〇,/) (6.65)
OX

前と同じく式(6.15)に上の条件を課すと,

警 し=WF=〇,凱 W5-I=O 

より,A=Bしたがって,eikl-e~ikl-O,すなわち次の関係が定まる.

Sin 切=〇 (6. 66)
したがって,この場合には波数が次式で定まるある値をとる波のみが可能となる• 

h=罕 (w=±∣, ±∣, ±⅜, ・・・) (6.66 a)

速度ポテンシャルおよび水位は

φ =(譽)CO^)ShCOS(座佇)CoS σt (6. 67 a)

グ=GCOS (2”忤)Sin σt (S=2Aσ∕g) (6. 67 b)

となる.Z=Oおよびzは常に重複波の腹となっている.このような湖あるいは 

容器内に生じる波を静振波(SeiChe；セイシュ)と呼んでいる.静振波の周期は’ 

波速Cに式(6. 22)を用いて

シュの振動周期とよく一致する.たとえば,東京湾は平均水深ん=20m,長さ
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Z=40km で,上式より T=8× 107 √9,8×20 = 4. 07 × IO3SeC = 68 min となる.

実際,台風などの接近により水面に外乱が加えられると東京湾内には周期6〇〜 

70 minのセイシュが生じる.また,世界最深のロシアのバイカル湖の場合には 

/=413 mile, A = 2230 ftでセイシュの周期は理論式によりT=4. 52 h,実際には 

4. 64hのものが観測されている.

6. 5有限振幅の波

図6.13水深と波形(IPPenによる)

有限振幅波の解としてはストークス波, 

ゲルストナーのトロコイド波がある.

a∙ストークス波

ストークス波は,自由表面での非線型の境界条件をティラー展開し,微小振幅 

波の解を第一近似として摂動法により次々とラプラスの方程式の解を求めたもの 

である.微小振幅波は静止水面に関し上下対称形である.しかし ストークス波 

は静止水面に関し波形が非対称となり,山の部分が尖り谷の部分が浅く鍋底型と  

なっている(図6.14).

波が岸に近づくにつれて,波の波 

速は減少し,波高が増大してくる. 

こうなると,これまでの取扱いのよ 

うに波を微小振幅波とみなすことは 

できなくなる.すなわち,波動の基 

礎方程式(6.1)を解く際に,自由表 

面の力学的および運動学的境界条件 

式(6. 5), (6. 6)を線型化することが 

許されなくなる.このような波を有 

限振幅波(finite amplitude WaVe) 

と呼んでいる.

クノイド波,孤立波,ソリトンおよび

 微小振幅波 

有限振幅波  

----------------------- h/L
ストークス波 十,ノ 孤立波

(ゲルストナー波)クノイト波
£¥——如茂寵因子

林_浅水波_離蹟/L

図6.14正弦波とストークス波
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第二近似までとった波形は式(6. 70)で与えられ,静止水面から山(CreSt)ま 

での高さ公の方が谷(trough,トラフ)までの深さ如より大きい.

グ=萼COSQlー勿)

+ COSh kh (2 + COSh 2kh)
(Sinh kh)3

cos2(kx-σt)

ac 1 π H COSh kh (2 + COSh 2kh)
H 2丁8乙 (Sinh kh)3

OL _ 1 ― 刀 H CoSh kh (2 + CoSh 2kh) 
H 2 8 L (Sinh kh)3

(6. 70)

有限振幅波の水粒子の軌道は楕円では 

なく栗の実形で閉じた曲線とならず,軌 

道の上部で波の進行方向にずれている 

(図 6.15).

b,ゲルストナーのトロコイド波

有限振幅波の理論として最初に発表さ 

れたのがチェコのプラー八大学のゲルス 

トナー (Gerstner,1802)の理論で,表

面波形がトロコイド曲線であることよりトロコイド波(trochoidal WaVe)と呼 

ばれる.ストークス波が摂動法による級数解の形をとるのに反し,ゲルストナー 

のトロコイド波理論はなんらの近似も含まない厳密解である.しかし,この解の

奇妙な点は流れの場が“渦あり流れ‘‘となることである.理論的にはこのような 

渦度のある波が保存力場の完全流体中で静止状態から起こることはない.なぜな 

らば,静止状態から始まる完全流体の流れは渦なしでなければならないから・と 

ころが,その波形はわれわれのしばしば見るいわゆる三角波の形を与える.しか 

し,実際問題として水の波が渦度をもっことは起こりうるから,このような波が 

現実に存在することは十分ありうることである.

トロコイド波の水粒子の位置は

x≈a + -^ekb Sin k{a-Ct)

z≈b—τ-eltb cask (a—ct) 
k

(6. 71)

となる.ここに,a, L(-<0) X, yの位置に関するパラメーター,C= 4∏k
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E
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E

図6.16トロコイド曲線

図6.17トロコイド波

C. KdV方程式

は波速,あは波数である.θ = ak1t = 0とお 

けばわかるように,これは,z≈b+l∕kの直 

線に接してその下側を転がる半径!/kの円 

の中心から(1/め舛 の距離にある点の画く 

トロコイド曲線の方程式である.特に,A = O 

の場合にはサイクロイド曲線(CyCloid)にな 

る(図 6.16, 6.17).

波長が水深に比べて十分長いqん«1)として波の基礎方程式を変形すると,そ 

の第一近似として波高”に関する次の非線型偏微分方程式が得られる.

也+旦&勿=_壁⅛ 
あ 2 hη∂ξ~ 6 (6. 72)

ここに,

そ=卧〃8ーct), r = β3z2/,]
Z (6.73)

e=例)2(«1), Cq = ffh J

この方程式の右辺の項は波の形を崩そうとする分散項,左辺第二項はそれと反対  

に波を突つ立たせる作用をする非線型項である.この方程式はコールトウェーグ 

(KOrteWeg)とド・フリス(de VrieS)により1895年に導かれ,コールトウェー 

ク、'ー ド •フリス(KorteWeg-de VrieS)方程式(略してKdV方程式)と呼ばれる. 

この方程式の安定した(定常に達した)解として次の二つの波形(クノイド波と 

孤立波)が求められている.

(1)クノイド波

水深がさらに浅くなったl∕50<VL<l∕10の範囲では,ヤコビ(JaCObi)の楕 

円関数(elliptic COSine)で表される解がブシネスク(Boussinesq,1891)により発 

見され,コールトウェーグード・フリス(1895)によりクノイド波(CnOidal WaVe) 

と名づけられた.この波はヤコビの楕円関数がCんと表示されるところからその 

名前が出ている.



192 6.波

(2)孤立波

クノイド波の極限的な形が孤立波である.1844年,スコット・ラッセル(SCOtt 

RUSSen)が運河を馬に弓Iかれて航行する蜉(ハシケ)が停止したときに,船の勲 

先(へサキ)から離れて波形・波高を変えることなく,どこまでも進行する波 

として実験的に発見し,孤立波(Solitary

WaVe)の名を与えた.その後ブシネスク Z

(1871)とレイリー (Rayleigh,1876)にょ H

り独立に理論が導かれた.この波は,静止 [

水面より盛り上った一つの山の部分のみで 物〃ノ〃〃ノノ 7〃〃ノノノノノノノノノノ〃  ノノ〃≡W77m≡

静止水面下の谷の部分を欠いている.これ 図6.18

を逆にした静止水面より下の部分に凹んだ形の安定な波(Parmanent form)は 

存在しえない.

ストークス波は尖った山と鍋底のような谷部をもっているが,これを極限にも 

っていくと山はますます幅狭く尖り,鍋底はますます浅く幅広くなって遂に静止 

水面に一致してしまったと考えればよい.その波形と波速は次式となる.

V=H[sech J礬 怎ーCt)]

C=Jg (H + h)

(6. 74)

(3)ソリトン

有限振幅長波の基礎方程式(KdV方程式)の定常状態に達した安定した波動解 

としてクノイド波(波列)と孤立波が求められた.これに対して,任意の初期条件 

から出発する非定常問題では,波は分離した孤立波の連なりとして現れ,個々の 

孤立波はあたかも互いに独立した粒子のように振舞うことが,最近になって 

(1965年)発見された.この波は粒子という意味の接尾語(-on)をつけてソリト 

ン(SOlitOn)と呼ばれる.このような波の挙動は,基礎方程式中の波の形を崩そ 

うとする分散項と波のエネルギーを集中させ波を突つ立たせようとする非線型項 

とがつりあうことによるものである.

図6.19は初期条件として与えた正弦波形の波(A : / = 0)が,非線型項の作用 

により突つ立った状態となり(BU=ZB = I/^r),やがて多数の孤立波ソリトンに 

分裂する様子(C□=3.6加)を示している.

また,図6.20は波高の高い(エネルギーの大きい)速度の速いソリトンが,波高
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図6.19 ザブスキーとクルスカル(ZabUSky and Kruskal,1965) 
が発見した計算機実験によるソリトン

A :初期条件,Q=O), B : break down ⅛=l∕π, C : t=
3.6 Zb»ソリトンが8個見られる.

図6.20ソリトンの衝突(ZabUSkyJ1967)
(a)衝突前,(b)衝突中,(C)衝突後• 
の=2.0〇,か=0.63, a2=ι.o×ιo~4.

の低い速度の遅いソリトンに追いつき衝突し離れていく様を示したものである.

水の波にはこのほか,屈折,反射,回折,風波の発生,津波の発生,波の非線 

型干渉,ラジェーション・ストレスと海浜流系等々の実際的にも重要でおもしろ 

い現象が種々あるが,ここでは立入らないことにする.
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問 題

1.1 二次元の流れ場で渦度S = Oの流れの剪断変形速度アはどうなるか.逆に,ア=〇 

の流れの渦度はいくらか・

1.2 ∂u∕∂x=aの二次元の流れ場を求めよ.

1.3上の問題で,cι(の=〇, C2M= 〇の流れの流関数ダを求めよ.

1.4 (1)流関数 队ちy}=axyで表される流れはどんな流れか.

(L)流線を画け.

(LL) u, Vを求めよ.

(Hi)渦度勿Zを求めよ.

(2) この流れの速度ポテンシャル0があるか.あればのを求めよ.

(3) この流れの複素速度ポテンシャルを簡単な形で示せ.

1.5深さhcmi断面積A Cnl2の水槽の底に面積己Cm2の小孔があいている.水槽に水 

をいっぱいに満たしたとき水底からの水の噴出速度はどれだけか.水深変化と時間の関係 

を導け.また,水槽の水位が半分となる時間はどうか.ただし,水脈の縮脈係数をあとす  

る.

1.6断面積なCm2の水槽の底部に断面積fl cm2,長さ［Cmのパイプが水平に接続して 

いる.パイブ下流端のバルブを急に開放した場合のパイプ内の流速の時間変化はどうなる 

か.ただし,水槽水位ACmは一定に保たれるとし,また,パイプの摩擦抵抗その他の損失 

は考えなくてよい.

1.7図のように太いパイプの中間がくびれて細くなっている.太い部分と細い部分の半 

径の比が3 :1：2のとき,流速の比はいくらか.また,パイプの側面にマノメーターを取

1.8十分大きい水位を一定に保った水槽の底からJ字型にパイプが引かれている.

(1) パイプの立ち上がり部分の高さが水槽表面より高いとき,水はどこまで上がるか.

(2) パイプの立ち上がり部分が短いと流出する水は噴水となる.噴水はどの高さまで  

上がるか.

(3) パイブの出口を搾った場合の噴水の高さはどうなるか.ただし,水の粘性は無視 

するものとする.
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1.9左手の大きな水槽から水平にパイプが延びてお 

り,パイプの壁面には静圧管が取りつけられ,また小孔 

が開けてある.パイプの下流端が図のような場合のそれ 

ぞれについて,静圧管の水位と小孔からの噴水の高さを 

求めよ.ただし,流入損失,管壁の摩擦損失はないもの 

とする.

1.10上の問題において,パイプの出口が(1)大気 

中に開放している場合と,(2)左手の水槽より水位の 

低い水槽に接続している場合ではどうなるか.

1.11 容器に浅く水を張り,水面にアルミ箔を浮かべ 

る.この容器の中ほどに細いビニール管を二本並べて立 

て,一方の管から水をゆっくり吸い上げ他方の管から等 

量の水を戻す.このようにしてできる流れを水面のアル 

ミ箔で可視化し,二重湧出しの理論と比較せよ.一般的 問1.9図

にポテンシャル流れはレー 〇,すなわちRe→∞の極限の流れであるが,このような二次元 

のゆっくりとした流れでポテンシャル流れをシミュレートすることができる.このような 

流れをHele-ShaW (ヒール・ショウ)流れという.

1.12円柱まわりの一様流の速度ポテンシャルと流関数を直交座標系に関して導き,図

を画け.

1.13円柱が式軸の正の方向に,(i) U(t) = Uq, (ii) UQ) = UOtあるいは(iii) U0> 

= UOSin 2ガYで運動しているとき,円柱まわりの各点の速度と加速度の分布図を求めよ.

1.14円柱が静止流体中をびG)(上の(i),(ii),(iii)の各ケース)の速度で運動し, 

Z= — 8からZ~→8に到るまでの間に流体の各点の流体粒子が辿る軌道を画け.また円柱 

の中心が原点に来たときの各流体粒子のその軌道上の位置を示せ.

1.15加速流中を運動する円柱：流速が時間とともに一方向にUdt)で変化している完 

全流体の中におかれた円柱が,流れの方向に速度に。)で運動するとき,(1)流れ場の複 

素速度ポテンシャルおよび,(2)円柱に働く力を求めよ.

1.16流れに垂直に運動する円柱：完全流体の与軸方向の流れに対して垂直にV(,t)の 

速度で運動する円柱に働く力を求めよ.

1.17循環をもつ円柱の自由振動:まわりに循環广をもつ円柱の完全流体中での自由振 

動(外力が働かない場合の振動)を求めよ.ただし,円柱の運動は直線運動でないので, 

揚力の公式は

L = PUr-πa2pUχ

となる.ここに,丸は円柱の速度ベクトルとZ軸のなす角である.円柱は流れに対して垂直 

に 以 の速度で運動しているから,この流れによる力(揚力)が働く •

1.18半径αcmの円柱の前に強さQの吹出しがある.この円柱まわりの流れはどうなる

カ、.

1.19 一様流中に正負一対の渦糸を流れに垂直におくとき,渦糸の運動を求めよ.この  
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流れにさらに円柱を配置するときの流れ場を求めよ.

1.20図のように一様流の中に円柱がおかれてお 

り,この円柱の背後に一対の渦が生じている.この 

渦が同じ位置に定置していることは可能か.それは 

どんな位置か.

1.21 ジューコフスキー変換におけるく一面とZ-

面の対応：ジューコフスキー変換において,て-面上 問1.20図

の原点を中心とする同心円および原点を通る(貫く)直線群は,写像面Z上ではどんな曲線 

群となるか.

1.22 ズ軸に対してZ3の角度で傾いている長さ4αの平板が静止流体中をズ軸の正の方向 

に速度UG)で運動するときの流線,流跡線を画け.

1.23ボルダの流出口 :ボルダの流出口からの噴流の縮脈係数を自由流線の理論を応用 

して求めよ.(ボルダの流出口の縮脈係数は,先に示したようにもっと簡単に求まる.)

1.24 一輪差しのロの細い花瓶にウチワの柄を差し入れ,これに扇風機で風を当てると, 

ウチワはどんな姿勢をとるか.実際に実験をし,その結果を流体力学的に説明せよ.

1.25 一枚の紙を床に落とすとき,紙はどんな挙動をするか.紙を水平にして落とす場 

合と鉛直にして落とす場合でどう違うか,その結果を流体力学的に論ぜよ.

1.26 直径demのポールが立ててある.このポールは強風の日に振動数/Hzの音を発 

して鳴っている.その日の風速を求めよ.

1.27長さしkmの細長い湖がある.湖岸では周期Tminの水面振動が見られる.この 

湖の平均の深さはどれだけか.


