
1O•層流境界層

' 10.I 境界層概念の成立

前章では非線型偏微分方程式であるナビエーストークスの方程式の近似解法と 

しての線型近似の方法について述べた.この解法は,レイノルズ数Reが1以下 

の小さな値であることを前提としていた.しかし,実際に問題となる多くの流れ 

の場のレイノルズ数は,これよりも遥かに大きくて1〇3以上である.したがって, 

もはや線型近似法という数学の常套手段は放棄しなければならなくなる.

ところで,Reが大きいということはナビエ-ストークスの方程式の粘性項の影 

響が小さいことであり,その極限Re→∞での流れはポテンシャル流にほかなら 

ない.しかし,すでに§ 4. 6. aで見たように,定常な非粘性ポテンシャル流れ中の 

物体には抵抗が働かない(いわゆるダランベールのパラドックス)から,一見ナ 

ビエーストークスの方程式が矛盾を含んでいるように見える.しかし,実はポテン 

シャル流では物体の壁面上での法線流速が〇という条件だけで解が求まり,壁面 

での滑りなし(接線流速成分が〇)の条件’は満たされていない.このことはRO 

→∞により,偏微分方程式の最高階の項が消えて,境界条件の数が少なくてもよ 

いことに対応している(§9.3.c参照)∙すなわち,ReT8の極限の方程式を解い 

ても実在流体の壁面上での境界条件を満たしていないので,パラドックスは当然 

である.いかに,keが高くとも実在の粘性流体は物体の表面で流速は〇であり, 

壁近くではこの状態から急激にポテンシャル流の状態に移るわけで,ここでは流 

体の剪断変形0儒/を無視するわけにはいかない.Reの大きい流れでは,このよ 

うに壁の近くに剪断変形速度の大きい,したがって粘性の作用の無視しえないご  

く薄い層が存在し,その外側では流れは非粘性流と考えてもよい(図10.1),こ

T固体壁での滑りなしの条件は分子論的に次のように説明される.流体の分子は,あらゆる方向に 

不規則な運動をしており,その平均がマクロないわゆる流体の流速である.こうした自由に運動する流 

体分子が固体の空間に飛び込み固体分子と衝突すると前進速度を失い,乱反射される.その結果,壁面  

の流体の速度はこれらの分子速度の平均として〇となる.
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図10.1レイノルズ数の大きな流れの境界層と外部のポテンシャル流

の層内で流速成分が急激に変化することは,ここでの渦度のZ成分ωz = ∂v∕∂x~ 

∂u∕∂y^-∂u∕∂yが大きいことを意味する.したがって,これを渦の層とみなす 

ことができる.この渦の層が,いわばコロの働きをして,上下の流速の不連続的 

な変化の接続域を作っている.このことはすでに§5.4で述べた(図5. 8参照).

考えてみれば,ダランベールのパラドックスに対して最初に提出されたキルヒ 

ホッフ理論ーー死水領域の理論——にもすでに§5.4で述べたように渦層の概念 

が含まれている.つまり,このモデルでは分離流線を境にして流速が有限の値か 

ら〇に不連続的に変化しているが,これは渦層にほかならない.ところで,ヘル 

ムホルツの渦定理により完全流体中では渦は発生も消滅もしないはずであるか 

ら,死水理論は完全流体の仮定と矛盾しているように見える.実際には壁体の前 

面で粘性のために薄い渦の層(境界層)が発生し,これが壁体面の端から離れて 

自由流線にのって下側に流されていると考えるべきである.ヘルムホルツの渦定  

理は“流体の内部’’での渦の不生不滅をいっているだけであり,境界面の現象に  

ついてはなんらふれていない.つまり,完全流体であっても物体表面からの渦の 

補給は禁じられているわけではない.

プラントル(Prandtl,1904)はこの物体の表面近くの粘性の作用を無視しえな 

い薄い層を境界層(Grenzschicht, boundary layer, COUCheS IimiteS)と名づ 

けた.この境界層概念の成立こそ,20世紀の幕開けとともに始まる近代流体力学 

の出発点であり(もっとも境界層理論の具体的応用はさらに遅れてブラジウス 

(BlaSius,1908)の平板層流境界層の理論の発表をまたなければならないが),ま 

たこれに続く半世紀以上にわたる華々しい(航空)流体力学と航空機との相助的 

進歩と発達のはじまりである.ときあたかもライト兄弟により初飛行(正確には 
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人類初の有人動力飛行)が行われた年(1903年12月)の翌年であった.

しかし,谷(1984)の指摘するように,境界層の概念が他の研究者達に知られ, 

それが受容されるのは遅々としていた.1920年代後半に至り,プラントルの主 

宰したドイツのゲッチンゲン研究所以外の研究者もやっとその有用性に気づくと 

き,境界層理論の爆発的流行が始まる.谷は,プラントルの境界層理論につい  

て,完全に成熟した形での新しい概念の孤立的創始,遅い受容,新しい問題点の 

種子まきの三つの特徴をあげている.

表10.1ナビエーストークス方程式の単純化と境界層方程式の位置づけ

ナビエーストークス方程式

(非 粘 性)一・ オイラーの方程式一> ラブラスの方程式
(渦なし) (ReT8)

(境界層理論)一> プラントルの境界層方程式(非線型)
(1«砌

(オセーン近似)一・ オセーン方程式 (R«1)

(ストークス近似) > ストークス方程式 (Re—0)

10.2プラントルの境界層方程式の導出

プラントルは,1904年にハイデルベルクで開催された国際数学学会において, 

このような境界層の考えを提案し,それに基づいてナビエーストークス方程式の 

単純化を行った.彼のこのような考え方は,流体力学のみならず非線型方程式を 

解く方法に一般化され,後に特異摂動法(SingUIar PertUrbatiOn method)と呼 

ばれる手法に発展した.

ここでは,前節に述べた境界層の概念により,レイノルズ数が十分大きい(が, 

しかし層流状態を保っている)場合の粘性流体の運動を定式化して論ずる.この 

場合,レイノルズ数RCが無限大に近づいても,すなわち"ー〇となっても,P = O 
の完全流体とは異なる“漸近的流体の運動方程式’’が存在するはずである.境界 

層理論の考え方を明確にするために簡単な流れの場——平板に沿う非圧縮性の二 

次元流について考える.以下に導く境界層方程式は層流境界層に関するものであ 

るけれども,境界層の概念そのものと取扱い方は乱流境界層にもそのまま拡張で 

きる.

境界層理論の考え方の概略を示せば,次のようになる.

(i)レイノルズ数が十分に大きい流れの場は,壁面に沿う速度勾配が大きく 

慣性項に比較して粘性項を無視しえない薄い層(境界層)と,その外側の粘性項 
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の影響を無視しうる粘性摩擦力の働かない完全流体とみなしうる領域,の二つよ 

り成り立っている.

(ii)レイリー問題(§8.4)より類推されるように,粘性効果の及ぶ範囲であ 

る境界層の厚さうは"矛に比例する.ここで時間,は,流れが物体の存在を感 

知してからの経過時間であるとみなせば,主流速ひと物体の先端からの距離Zに 

関し,t=x∕Uと書ける.したがって,

√iW (10. D

(L)境界層厚さδと物体の大きさIあるいは物体の先端からの距離刀との比 

は,したがって,__________________________________________________________

____________________事^ =」卷=血ー'"________________ (10.2) 

である.つまり,レイノルズ数Reが十分大きくなると,はZ (またはZ)に比 

ベて十分に小さく,ReT/2のオーダーとなる.

心 (10.3)
Gv)流れの場の代表長さをZ方向に/, V方向に境界層厚さの代表値晶,代 

表流速をよ方向にリ, 0方向にノとするとき,ナビエーストークス式の第一式の各 

項についてオーダー比較を行う.たとえば,

ここに,

⅛=T^=T⅛=>) (10.4)

i⅛ = T WM = ア〇⑴ (10.5)

∂2u _ U ∂2(u∕U) .... U ∂2u' U, ヽ
∂x2 一/2 0(功)2 - /2 Pr = Tro(I) (10. 6)

__ UgU) U Mヽ U / ハ2〜、 Z ヽ
⅜2 一 ^o2 a(WW2 沃2 O(I)=ア伝)O(I) (10.7)

である.

^=T ザ=条=E玲,"『音

したがって,式(10. 6),(10. 7)の比較から

⅛«⅛ (10.8)

となり, 

きる.

ナビエーストークス方程式の第一式の粘性項から∂2u∕∂x2の項を省略で
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(V)かつ,ナビエ-ストークス方程式の第一式がRe→ooのときに,完全流 
体の方程式に漸近しないためには,粘性項2u∕∂x2 + ∂2u∕∂^)≈j^O⑴ が 

TT2
UdUIdX≈-j-O(X)と同じオーダーとならなければならない.これからも,式 

(10. 2)と同じことがいえる.すなわち,^UldQ2≈Ui∕lより)

δ0≈l(v∕Uiy^

≈lRe-s (10.9)

あるいは,

∂0f = δQil=Re-1/2 (10. 9 a)

(Vi)次に連続式より du∣dx= (JJIV)du,∕dx,と dv∕dy= (V∕δ0)dvfIdi/’のオ一 

ダーが等しくなければならない ことが要請される (ここに, v, = v∕V},したがっ 

て,0方向の代表速度は

V=δQUlI=URe-^ (10.10)

である.

(M)上の関係を用いると,運動方程式の第二式3成分)は各項ともたかだか 

δQU2∕l2=UtiRe-^IIのオーダーであり,残りの項(1/のめ/兩=(ひ7爲)のリ沏 

CPf=PlpU2)も同じオーダーでなければならないから,

勢〜爲" (10.11)

これを1に比べてδ Q,2 = Re-Iオーダーの項として省略しうる.すなわち,境界層 

内の圧力はタ方向に変化がなく,外側のそれと同じであり,

が〜1 (10.11 a)

したがって,境界層内の圧力は外部ポテンシャル流より与えられる.このことは, 

境界層の厚さが薄いことの結果にほかならない.結局,境界層方程式の第二式は  

不要となる.

以上の式を整理すれば,二次元流の境界層方程式は次のようになる.

du i du l du 1 dp I d2u
~dΓ + udx+vdy- P dx+vdy2 (10.12)

°-^aΓ (10.13)

du , dv ∩ 
布=° (10.14)

P

dp au 丄 TTdU 况=・。苟 (10.15)
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この方程式は,プラントルの境界層方程式として知られている.第四式は境界層 

に沿う圧力分布を自由流(主流)びより決める式である.また境界条件は 

彼=〇, O = O (V-O) (10.16 a)

u→ U (^) (y→∞) (10.16 b)

である.

境界層概念を定式化した式(10.12)〜(10.15)はもとのナビエーストークス方 

程式に比べて,従属変数としての圧力2がなく,運動方程式の第二式が不要とな 

って,著しく簡単化されている.しカ、し,第 

C! 一式の左辺には非線型慣性項が残されている

----------- I～ことに注意されたい.

/ I 主流の流れの場は,物体まわりのポテンシ
匕統Trrrrr"MJmrg ヤル流れとして求められる.境界層は厚さが

ノ" 物体の大きさに比べてきわめて薄いから,主

流場に大きな影響を与えないが,境界層方程 
図10.2

式を解いて得られた影響分(後に述べる排除 

厚分)だけ物体が厚くなったとして主流解の精度を高めるとよい.

物体が平板ではなく曲面である場合にも,その曲率半径が物体の代表的長さに 

比べて大きい場合にはZを物体表面に沿う距離,yを壁面からの垂直距離にとれ 

ば,境界層方程式(10.12),(10.14)はそのまま成立することが証明されている. 

ただし,境界層内の圧力分布は曲りによる遠心力とつりあうために

=" (10.17)

となる.ここに,ス：物体表面の曲率(λ<l∕/でなければならない).

10.3プラントルの境界層方程式への変換が意味する流れの  

性質の変化(楕円型から放物型へ)

ところで,上の第一式(10.12)は運動方程式のz成分であるが,もともとのナ 

ビエーストークスの方程式のそれと比べるとき,右辺からp∂2u∕∂x2の項が消え 

ただけで形の上では大した変わりはないように見える.しかし,式の物理的数学 

的性質は大きく変化している.ナビエーストークスの方程式はのy方向の最高次 

の微分はともに二階で,数学的には楕円型の偏微分方程式と呼ばれるもので,流  
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れ場は無限遠の上流および下流の影響を受ける.ところが,プラントルの境界層 

方程式は∂2u∕∂x2 0項を欠き,Z軸方向の最高次の微分は一階で,V軸方向の 

最高次微分が二階の放物型の偏微分方程式といわれるものである.つまり,流れ 

は上流の影響で決まり,一方向に積分をすすめることができる.このことは問  

題の解法を非常に有利にしている.この点については次節でもより具体的にふれ 

る.

Von MiSeS (1927)はこのことを式の変換により,一層明確に示した.(プラン 

トル自身すでにそれより以前にこの変換を行っていたが,未発表であったといわ 

れる.)

0のかわりに流関数。を新たな独立変数として用いて,独立変数を 怎,の か 

ら(も〇)に変数変換すれば,プラントルの境界層方程式は,

M⅛+⅜⅛=VM⅜(m¾) αo∙IS)

となる.さらに,従属変数として初のかわりに全水頭(XPの

h=p + -^-u2 (10.19)

を導入し,これに関して式(10.18)を書き換えると,_____________________

數=〇)豔 (10.20)

を得る.これはまさしく熱伝導や拡散を表す放物型の偏微分方程式である .

ルードウィッヒ・プラントル
(LUdWig Prandtl,1875—1953)

プラントルは1875年大学教授の子としてミュンヘンに生まれ,機械工学を修め, 

梁の座屈理論で博士号を受けた.しかし,機械工場で実務に携わって,流体力学に  

おける理論と実際の隔りの大きさを痛感し,これを埋める必要性を強く感じた. 

1901年,彼は八ノーヴァの工科大学に移り研究生活のスタートを切る.

1904年8月,ハイデルベルクにおいて開催された第3回国際数学学会に,プラン 

トルは,流体力学に関するごく短い論文を提出している.それは流体運動に関する 

非線型微分方程式の解法について,今日境界層理論と呼ばれている新しい考え方を 

導入したものであったが,ゲッチンゲン大学の数学者クライン(FeliX KIein)を除 

いて誰一人注目する者はいなかった.しかし,クラインだけはプラントルの論文の
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重要さと斬新さを直ちに認め,いまだ20歳 

代のこの青年をいきなり大数学者ガウス以 

来の伝統をもつゲッチンゲン大学の教授, 

応用力学研究所所長に任じた.ときあたか 

もライト兄弟が人類初の有人動力飛行に成 

功し(1903年12月),航空機の発達と流体 

力学の進歩とが車の両輪のごとく歩み始め 

た時代であった.

現代の流体力学は,プラントルの登場な 

しには考えられない.そして,プラントル 

は彼自身が巨峰であっただけではなく,力 

ルマン,ブラジウス,トルミエン,シュリ 

ヒティングなど,多くの人材を発掘育成し 

た.

プラントルの研究の特質は,物理現象を

鋭い洞察によって理解する天才的な直感力と,巧みに本質をとらえて比較的単純な 

式形に表す才能にあった.彼は「式を解くことなしに答のわかった人(ハイゼンベ 

ルク)」であった.

しかし,巨人プラントルといえども無誤謬の人ではなかった.カルマン渦の発見  

も,もとはといえばプラントルの指導でヒー メンツ(HiementZ)が行っていた円柱 

からの境界層の剝離の実験にある.この実験ではどんなに注意深く実験しても円柱 

が振動するのを,プラントルは円柱の仕上げ精度の悪さに問題があると考えて,手 

直しに時間を費している間に,当時,助手をしていたカルマン(1911)は,師の先 

を越して円柱の後流に特有の現象として解析をすすめてしまった.


