
17•噴流と後流

17.! 壁面のない境界層としての噴流と後流

静止した流体中にそれと同じ流体をノズルやオリフィスから噴出すると,流体 

は粘性のために周囲の流体を引きずって噴流いわゆるジエットとなる.ジェット 

流は外乱に対してきわめて不安定で(二次元ジェットの場合,その軸上流速と幅 

に関するレイノルズ数の限界値はRec = 4. 〇)あるので,普通の場合には噴出源 

の近くで乱流となり,周囲の流体を巻き込む.(周囲の流体と噴出流体の密度 • 

二
三
三
三
三

温度・種類等が異なる場合のジエットや,最 

近では,さらに重力場で浮力の影響を考慮し 

なければならない噴流(プルーム,PIUme) 

の問題も解かれているが,ここでは基本的な 

同一流体の場合について取り扱う.)

一様流の中に物体をおく場合とか,静止流 

体中の物体を一様速度で移動させる場合に, 

物体の背後に周囲よりも流速の小さい領域 

(後流または伴流,Wake)が生じる.後流も 

比較的小さなレイノルズ数(ke=40)で乱流 

となる.

平板に沿う一様流が,平板の後端部の下流 

で半無限の静止あるいは速度の異なる流体と 

接触して生じる流れ(自由噴流境界,free Jet 

boundary)あるいは流れが鋭い角を曲る場 

合や固体壁面に沿う境界層が下流方向への強 

い圧力上昇に耐えきれずに固体表面から剝が 

れる場合の剝離流も,噴流や後流と類似の性 
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質をもつ.噴流,後流,剝離流は自由に周囲に広がる剪断流で,これらは自由剪 

断流(free Shear flow)あるいは自由乱流(free turbulent flow)と呼ばれる.

噴流や後流あるいは自由噴流境界・剝離流には流れの場の特徴的なあるいは特 

別な長さというものはない.それゆえ,流軸に直角な断面内の流速分布は,平板 

に沿う境界層や層流噴流の場合と同様に相似となる.

a•境界層方程式

噴流や後流の流れの場には,流れを束縛する固体壁は存在しない.しかし,こ 

れらの流れは流軸に直角な横断方向の広がり幅が無限ではなく,噴流や後流の源 

点からの距離に比べて薄いこと,また横断方向の流速変化が大きいことなど境界 

層的な特徴をもっている.二次元の場合,流軸方向にょ軸,これと直角に»軸を 

とり,それぞれの方向の流れの速度を",のとすれば,境界層方程式は

∂u , ∂u l ∂u 1 ∂τ 
て+噬ヤ嘔=3旬

∂u I ∂υ A耘+板=°
(17.1)

(17. 2)

である.これらの流れでは壁面が存在しないゆえ,粘性による層流摩擦の影響は 

乱流摩擦と比べて遥かに小さくこれを無視しうる.したがって,式(17.1)のT 

はレイノルズ応力を意味する.また,流れの場の圧力は一定と考えられるので省 

略する.

b.渦動粘性係数

自由乱流運動のレイノルズ応力に関しては,円管乱流や壁面乱流と同様にプラ 

ントルの混合距離の仮定

r=^2∣⅜-∣⅛- CL7. 3)

を用いてもよい.しかし,自由乱流ではむしろ涌動粘性係数(kinematic eddy 

viscosity；乱流混合係数,turbulent transfer COeffiCient)はズ軸に垂直な断面 

内で一定で,それは噴流や後流の断面内の最大最小流速の差と幅ととに比例する 

とするレイノルズ応力に関するプラントル(1942)の第二の仮説

R=P 書 (17.4)

€ = kχb (WmaX 一 有min) (17.5)

の方がよく用いられる(§14. 2. a参照).この仮説は流れの場の乱流運動のスケ 
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ールが流れの幅と同じオーダーであるとの考えに立って導かれており,その妥当 

性は多くの実験資科より裏づけられている.分子動粘性係数のかわりに渦動粘性 

係数6を用いて舌愤レイノルズ数R仇を定義すれば,&仇は一定

(17. 6)Rei = Sax 冒 mi 逆・ = *= ConSt

となる.式(17.4), (17.5)の仮定はただ単に式が簡単であるというのみならず,

噴流や後流の本質をよくつかんでいるものである.

17.2二次元噴流

噴流源を原点とし,噴出方向にょ軸,これと直角方向に0軸をとる•噴流は定 

常であるとすると,式(17.1)はプラントルの第二の仮定より次式となる.

∂u I ∂u ∂2U ∕1σ グ、
UU嚙・帝 (17.7)

e = kib ほ)彼max ほ) (17.8)

以下の理論はゲルトラー (GOertIer,1942)による.噴出源からある距離ズ=S 

での軸上最大流速をユ,幅をわSとすれば,任意距離での軸上流速佑nax(院と幅

図17.2噴流の発達と流速分布の相似性(Tietjens, SPringer)
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物 max (よ)= Usfl(S)

.m (17.9)
b(勿)=机あ伟)=^(τ^)

と表せる.ここでの噴流幅わの定義には任意性があり,後で厳密に決定される. 

また,無次元距離グ

V=KX) (17.10)

(17.11)

(17.12)

(17.13)

加,むが連続の方程式を満足することは直ちに確かめられる •

噴流の幅と流速(あるいは流関数)のZ方向の変化のべキ指数は次の二つの条 

件から決定される.

(i)流れの場は圧力が一定であり,”方向にはdp/dxが働かない.したが 

って,1方向の全運動量束ノは,Zに無関係に一定である.

を定義し,噴流軸に直角な断面内の流速分布はうに関して相似(図17. 2)である 

と仮定する.このとき,流関数世怎,y)を

W(x,y)=f(x)φ(,v)

f(x)=bsUs(9

の形に仮定でき,これより,有,ぜは次のように表される•

〃=务=⅛>)=網’-"

〇=恳=TS +籍さ件秋(グ)

ついでに,∂u∕∂x, ∂v∕∂yi ∂u∕∂yi ∂2u∕∂y2およびeを求める.

坐=f5谷やdW) ■•写や心) 
∂x b2(x) b2{x)

票=ー静泌㈤+ 了総炉ゆ’⑺+秋’(グ)} ∂y b(x) b2{x)

祭=碧申〃(勿
∂y b2(x)

並=Jrs-ケ〃(グ)
∂y2 b3(x)W I〃

6 =IZIM (x, 〇) b (Z)
=爲ナ(Z)欧’(〇)
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(17.14)/=Pf 物之(缶 の dy - COnSt

(ii)運動方程式(17.7)の左辺(慣性項)と右辺(乱流摩擦項)とは同じ大 

きさでなければならない.

式(17.14)に式(17.10), (17.12)を代入すれば,

J=PL8*)必(ちか逝

=缶 f>'3)}彻

=PbSUi2P N {/(の興刀= const (17.15)

6〜が

となる.上式がズに無関係に一定であるためには,刀と彻との間に

の関係が必要である.

2p-m=Q (17.16)

また,式(17.15)よりズ 方向の運動量束Jと基準断面での軸上最大流速ふおよび噴流

幅スの関係は次式となる.

一方,u∂u∕∂xi ∂zu∕∂yz9

次=低)/匚Wg

eは,式(17.13)よりそれぞれ

U-^x2P-Zm-、
∂x

碧〜ガ・ '
∂y2

(17.17)

となる.それゆえ,境界層方程式(17. 7)に式(17.13)を代入すれば,0のベキ指数間に 

は次の関係が必要である.

2p-2m~l=p+ (--3M)

したがって,式(17. 16), (17.18)より

m = l, P =等=*

これらをまとめると

とほ)〜Z
%nax(z)〜ZT4 

ズほ)〜』2 ,

£〜]1/2

これにより,二次元噴流は直線的に広がり,流軸上の最大流速は噴出源からの 

距離の1/2乗に逆比例して低減することが導かれた.

(17.18)

(17.19)

(17. 20)
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境界層方程式(17. 7)に式(17.12),(17.13)および先に定まったPimの値を 

代入すれば

(⅛τ)∙〇’〃 +伽’'+ (")2 = 0 (17. 21)

となる.ここに,

CS = AibsUs

この微分方程式の境界条件は,V-Oで9rr∕9v-0, " = 0およびy→∞でw→0で 

あることに対応して,式(17.13)より次のように与えられる.

O = 〇, 〇〃=〇 (?7=0)1
,, Z (17.22)
0 =0 ("ー 8)J

噴流源からの距離に比例する未定義の幅わを

び=夺=J = 4歸 (17. 23)

となるように定義すれば,係数(2ess∕USbS2)が1/2となるので,式(17. 21)は

積分されて,

妒+ 0 = 1 (17. 24)
となる.これをもう一度積分すれば,

1(〃)=tanh グ (17. 25)

となる.式(17.17)に上式を代入すれば,USは

US =て」氏
(17. 26)

となる.したがって,式(17.12), (17.25)より噴流の流速", 

導かれる.

〇が次式のように

U = (1-tanh2 77) '

V=皆史j{2^7(1-tanh2 グ)—tanh グ}-
' (17.27)

ここに,

定数びは式(17.26)から実験により

σ=≠-
7. 67 (17. 28)
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1—tanh2

6 = kιbUmz×

_ 1.125σ L
4 ~S∕2‰ιax

=0. 03751/2那max (17. 30)

図17. 3に二次元噴流の流速分布の理論曲線と実験の比較を示す.

となる.

さらに,噴流幅として実際上測定しやすい半値半幅’すなわち流速％が軸上値 

の半分となる幅の半分缶/2をとれば,式(17. 27)の第一式により上の理論で定義 

された幅b (=心:)とbι∕2との間に次の関係がある.

(V) 4 ,

b =1.125 ん/2 (17. 29)

よって,渦動粘性係数6は半値幅んノ2と軸上流速戏maxに関して次のように表さ 

れる.

bι∕2

図17.3二次元噴流の流速分布(SChliChting, MCGraW-Hin)

17.3二次元後流

a.後流の形成

流れの中におかれた円柱,球あるいは角柱のような鈍い形(非流線形)の物体 

(bluff body)では,物体前面のよどみ点より壁面に沿って発達した境界層(層流 

あるいは乱流)が,物体表面の急な曲率変化による圧力上昇に追従できず途中で 

物体から剝離し,流れの中に押出していく(§4.9.b, § 5.8,13章,21章,図 

17.4).境界層は先に述べたように渦度の大きい薄い層であり,この面を介して
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流体の流速は急激にいわば不連続的に変化している. 

このような速度の不連続面は流体力学的に不安定であ 

り,分裂して渦の群となり複雑な後流が形成される. 

レイノルズ数が比較的小さい(4〇〜200)場合には,物 

体背後に大きな渦が形成され,上下交互に後方に流下  

し,いわゆるカルマン渦列が形成される(§5.8).こ 

の物体背後の渦領域では,激しい流体混合運動により 図17.4

大きなエネルギー損失が生じ圧力が低下する.その結果物体の前後面の圧力差に 

起因する抵抗が生じる.これは圧力抵抗(PreSSUre drag)あるいは形の抵抗 

(PrOfiIe drag)と呼ばれる.

物体のすく、、背後の渦運動はきわめて複雑であるが,平均的に見ればまわりの主 

流部分と一つの不連続面で隔てられた死水領域とみなして理論的に取り扱うこと 

ができることは前に述べた(§ 4. 9. b).

物体背後より交互に離脱した渦は,周囲の流体との混合により不規則な乱流場 

へと移行する.こうした一つ一つの渦がもはや識別しえない物体より隔たった後 

流領域は,本章の最初に述べたように境界層としての取扱いが可能である.

b・後流の流速分布

後流の流速場は,u(τ∕)≈Uooと近似でき,VdUIdyは小さく無視しうるので運動 

方程式は,

U鑒=蠱 (17.31)

と書き表せる.ここに,伽は欠損流速

伽(の=以一以の (17. 32)

eは渦動粘性係数で式(17. 5)より

C =あ01maxほ)。(Z) (17. 33)
である.

噴流の場合と同様に,流れの場の相似の仮定より後流軸からの距離Vを後流幅 

わほ)で割って無次元距離グ

を定義すれば,流関数世怎,のは

/ほ,の=√(z)政(グ) 

(17. 34)

(17. 35)
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の形に書き表せる(上式を連続の方程式に代入し,£欧の関数形のいかんにかか 

わらずこれが成立することを確かめよ)•さらに,後流幅わほ)と流関数中の爪エ) 

をZのベキ乗形

b{x)=σxn (17.36)

fM=xp (17.37)

に仮定する.これらわほ),/'S),0(り)の関数形は次の条件より決定することがで 

きる.

(i) 運動方程式(17. 31), (17. 33)を満たすこと・

(ii) 物体に働く抗力と運動量束との関係式を満たすこと.(§2.4.d参照)

D = PL U(Uoo-U)dι∕ (17.38)

≈pLΛo∕ wι(y)dy (17.38 a)

ここに,初1は17∞に比べて十分小さく,U(y) — UCO—UI(y)≈UOoと近似しうると 

仮定している.

式(17. 35)〜(17. 37)より,UIi ∂u1∕∂xi ∂iul∕∂y2等を計算すると次のようになる.

SE)=%=f (Z)警豁=弓字,(グ) (17.39)

鑒={3ー彻)烈のF川〃(グ)}尊」 

板 ー F→''(?)

一方,

(17. 40)

(17. 41)

(17. 42)

C =知偽(ろO)-(^)
≈k1χpφf (〇)

これらを運動方程式(17. 31), (17. 33)に代入すれば,

{3 一 所)〃(の 一 mτ)ψff (り)} XH = -⅛r- φ> (〇)^,/ (り)χ2p-3m

次に,式(17. 38 a)より

L UI (ちのdg=b (Z)匚Ul (ち”)dグ 

=がJ欧’(り)dり=COnSt 

3普負旗：.ルおよび式(17,42)の左右睥のベキ数が等しくなる条件よりB
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P = O, W =-g- (17.43)

P=Oより,後流中の渦動粘性係数6は距離Zに無関係に一定(∈ = ∈o)である. 

また,式(17. 41)の右辺の係数α√(σWco))が1となるよう,式(17.36)

の任意の定数びを(式(17.40)を用いて)

び=」辦=序 (17.44)

とおけば,式(17. 41)より流関数の相似形部分。(かについての次の常微分方程 

式が得られる.

ケ〃(か+号—+专ゲ(勿=〇 (17. 45)

境界条件は"=0で 淑ノ兩=〇, y→∞でuι→Oとなること,すなわち 

ψr, = 0 (り=〇)1

φ' = G (77→∞) J

式(17.45)の解は次のようになる.

ψ,(j])=如"み4 

定数4は運動量束と抗力の関係式(17. 38 a)より

∕ = ⅜Cd膈//: e"dり=哥鮮 

と定まる.ここに,dは物体の幅,CDは抗力係数,D=C迅PU凄m.

以上の結果をまとめると,後流の流速分布は,式(17. 39), (17. 47), (17. 48)よ 

り,次式のようになる.

"1

%

(17. 46)

(17. 47)

(17. 48)

図17.5二次元後流の(欠損)流速分布
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(17. 49)

ここに,

(17. 50)

(17. 51)

D

(17. 52)

後流の幅 Ml)は,式(17.36), (17. 44), (17. 52)より

(17.53)

となる.

シュリヒティング(1930)やライヒアルト(1942)は,各種の径の円柱の後流 

の実験から半値半幅缶/2について,式(17. 36)に対応して次の関係を得た(図 

17. 6).

また,渦動粘性係数は,式(17. 40), (17. 47), (17. 48)より

«〇 =>ー。’

k↑Cγ)d TT

b(^x) ≈σx172≈

佑ほ,の="8。(写・) exp ("¼2)

品茅
c=7‰∕ 号

図17. 5に二次元後流の欠損流速の分布の理論と実験との比較を示す.ここに, 

如naxは後流軸上(グ=〇)の欠損流速伽max =SoCほ/めーy

HlCDd 
4√π^

図!7.6二次元後流の広がり幅と物体からの距離(SChIiChting)
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城ほ)=f(CM"∕2 (17.54)

したがって,式(17.53)と式(17.54)より

A 罕比T (17.55)

ところで,g = bゝ,2すなわちtη = bι,2∣bでは, 

UIQ∖引V) 一CXP 
彼IlnaX

⅛(⅜)2}4

•である.これより

-1/2 — 1.675 b (17. 56)

の関係が求まる・したがって,式(17. 52)あるいは式(17.40)と式(17. 55), (17. 56)か

ら

e=€o=(4^7)2(CDCzoorf)
-0. 0223 (CDリ盘)=COnSt (17. 57)

CO =年(名)(2妃2彼ImaX)

=〇. 047(251/2初ImaX) (17. 58)

表17.1 二次元噴流と後流の特性の比較

幅 軸上流速 渦動粘性係数

二次元噴流 b(〇!)〜!C “max(Z)〜よ-S €〜Xin

二次元後流 5(よ)〜®/2 MI(X)^zX~lz2 €〜COnSt

二次元後流の特徴として,後流幅はよの1/2乗で増加し,欠損流速旳はZの 

-1/2乗で減少し,また,渦動粘性係数はZに無関係に一定であることが導かれ 

た.二次元噴流の幅がNに比例して増加するのに反し,二次元後流はZの1/2 K 

と増加率が小さいことに注意されたい.


